Das Spiralprinzip

Begegnen - Wiederaufgreifen - Vertiefen

Im Mathematikunterricht wird standig
auf vorangehende Inhalte und Betrach-
tungen zurtickgegriffen. Fur tragfahige
Begriffsentwicklungen ist es wichtig,
dass diese vertikale Vernetzung bewusst
gestaltet und fur Schilerinnen und
Schuler erfahrbar wird.

Jeder von uns kennt die schonen — oft schmetter-
lingsartigen — Klecksbilder von Kindern, die hiiufig
schon in vorschulischen Bildungseinrichtungen her-
gestellt werden (Abb. 1a). Bewusst oder unbewusst
sammeln Kinder hier erste Erfahrungen mit Sym-
metrie als Gestaltungselement. Dabei steht zunichst
das praktisch-gegenstiindliche Erzeugen achsen-
symmetrischer Figuren durch das Falten der Spie-
gelachse im Vordergrund. Im Grundschulunterricht
wird hieran angeschlossen, wenn die jungen Schii-
lerinnen und Schiiler wieder achsensymmetrische
Klecksbilder herstellen, aber auch gegebene Figu-
ren auf Achsensymmetrie untersuchen (Abb. 1b).
Symmetrie erscheint dann weiterhin primér als Ei-
genschaft von Figuren.

In der Sekundarstufe I wird die Sichtweise dann
von der Achsensymmetrie von Figuren auf die Ach-
senspiegelung gelenkt, bei der jedem Punkt der Zei-
chenebene ein Bildpunkt zugeordnet wird (Abb. 1c).
Statt nur einer Figur, werden nun auch mehrere nicht
zusammenhiingende Figuren und deren Spiegelbil-
der betrachtet. Zunehmend steht dabei eine Analy-
se der Eigenschaften der Achsenspiegelung im Vor-
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Abb. 1a: Im Kindergarten gemachte Erfahrungen
mit der Achsensymmetrie wie beim Klecksbild
sind oft noch unbewusst vorhanden.

werden Figuren gezielt unter-
sucht: Wo ist die Symmetrie-
achse?

Abb. 1b: In der Grundschule  Abb. 1¢: Zu Beginn der Sekundar-
stufe | wird die Konstruktion einer
Achsenspiegelung behandelt.

dergrund, auch wenn diese heute nicht mehr explizit
als Abbildung formalisiert wird. Die Beobachtung
der Lingen- und Winkeltreue kann dann auf die Fra-
ge weiterer Lageveriinderungen mit vergleichbaren
Eigenschaften fithren. Operativ — etwa mithilfe des
Ubertragens von Figuren auf Folien und das Ver-
schieben oder (Um-)Drehen der Folien — geraten so
alle Kongruenzabbildungen in den Blick (Abb. 1d).
Anschaulich ist klar, dass die Hintereinanderausfiih-
rung von Kongruenzabbildungen wieder eine Kon-
gruenzabbildung ist und dass jede Kongruenzabbil-
dung umkehrbar ist. In einer solchen vertieften Be-
trachtungsweise sollen Schiilerinnen und Schiiler
diese aus schulischer Sicht recht abstrakten algebra-
ischen Uberlegungen heute nicht mehr erfassen (et-
wa im Gegensatz zur Schulmathematik der 1970er-
Jahre) — die Phiinomene kénnen sie aber untersu-
chen und beschreiben. Eine Vertiefung findet in der
Hochschulmathematik im Rahmen der Gruppen-
theorie statt.

Einfach beginnen, schrittweise vertiefen

Am Beispiel der Achsensymmetrie und der Kon-
gruenzabbildung wird deutlich, wie grundlegende
mathematische Begriffe schon friih propideutisch
und kindgerecht in den Blick genommen und dann
schrittweise vertieft werden kénnen. Dabei wird an
die vorhandenen Erfahrungen und Vorstellungen an-
gekniipft und Begriffe werden so weit entwickelt
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Abb. 1d: Es folgt die Suche nach
weiteren Kongruenzabbildungen

durch Drehen, Schieben und Wen-
den mittels Folie (Sekundarstufe I).
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Jérome Bruner und das Spiralprinzip

Jérdme S. Bruner (* 1915 in New York) hat in der Pada-
gogischen Psychologe grundlegende Beitrage zur Ent-
wicklungs- und Lerntheorie geleistet. Er hat diese fir die
Unterrichtspraxis soweit ausgearbeitet, dass die einzel-
nen Fachdidaktiken auf dieser Basis den Unterricht lang-
und mittelfristig planen sowie konkrete Lernumgebungen
konzipieren kdnnen.

Jéréme S. Bruner hat wesentlich zur ,kognitiven Wen-
de” in der Psychologie beigetragen. Mit der Hinwendung
zur Kognition anstelle der ausschlieBlichen Beobachtung
(AuBerlich sichtbaren) menschlichen Verhaltens konnten
Lernprozesse besser erklart werden. Er hat sich dabei in-
tensiv mit der Frage der Entwicklung neuer Begriffe auf
der Basis der vorhandenen auseinandergesetzt.

Wesentliche Aspekte des Spiralprinzips
Ausgangspunkt fir das Spiralprinzip ist eine zentrale
Hypothese von Jéréme S. Bruner:

LJedem Kind kann auf jeder Entwicklungsstufe jeder
Lehrgegenstand in einer intellektuell ehrlichen Form
erfolgreich gelehrt werden* (Bruner, 1973).

Intellektuelle Ehrlichkeit kann dabei als Elementarisie-
rung im Sinne von ,vereinfachen, ohne zu verfalschen”
verstanden werden. Diese Elementarisierung muss (mit
dem Wissen der Erwachsenen) aus der Sicht der Kinder
gestaltet werden, um an deren vorhandenen Vorstellun-
gen anknipfen zu kdnnen. Das Spiralprinzip beschreibt
Bruner (ebd.) wie folgt:

,Der Anfangsunterricht in den Naturwissenschaften,
Mathematik, Sozialkunde und Literatur sollte so angelegt
sein, daB diese Fécher mit unbedingter intellektueller
Redlichkeit gelehrt werden, aber mit dem Nachdruck auf
dem intuitiven Erfassen und Gebrauchen dieser grundle-
genden Ideen. Das Curriculum sollte bei seinem Verlauf
wiederholt auf diese Grundbegriffe zurtiickkommen und
auf ihnen aufbauen, bis der Schiiler den ganzen forma-
len Apparat, der mit ihnen einhergeht, begriffen hat.”

In einem Unterricht, der das Spiralprinzip umsetzt, spie-
len also das ,vorwegnehmende Lernen” und die ,Fort-

aktuelles
Thema der
Entwicklungs-
stufe

angepasst ® an Vorwissen

% ankniipfen

setzbarkeit* der Begriffsentwicklung eine besondere
Rolle. Vorwegnehmendes Lernen findet oft als propadeu-
tische Thematisierung von Phanomenen und Begriffen
statt, z. B. wenn bereits in der Grundschule in bestimm-
ten GroBenbereichen mit rationalen Zahlen aus dem All-
tag wie 1,25 Euro oder Y Liter Milch gearbeitet wird.

Die Fortsetzbarkeit geht einher mit der Forderung der in-
tellektuellen Ehrlichkeit. So sind z. B. verkurzte Merksatze
wie ,kein gemeinsamer Punkt: Passante; ein gemeinsa-
mer Punkt: Tangente; zwei gemeinsame Punkte: Sekan-
te” fir Parabeln in der Koordinatengeometrie zu vermei-
den. Stattdessen sollten wesentliche begriffliche Aspekte
in den Vordergrund gerlickt werden: ,Wenn man immer
weiter vergroBert, unterscheiden sich Parabel und Tan-
gente in diesem Bereich immer weniger voneinander."
Das Spiralprinzip ist als Grundlage fir die Unterrichts-
planung in der Mathematikdidaktik weitgehend unum-
stritten.

Das EIS-Prinzip

Neben dem Spiralprinzip ist Bruners Theorie der Darstel-
lungsebenen von unmittelbarer Bedeutung. Vor allem im
Mathematikunterricht hat sich ein Vorstellungsaufbau ge-
maB der (individuell angepassten) Abfolge ,Enaktiv - Iko-
nisch — Symbolisch” (sogenanntes EIS-Prinzip) bewahrt
(vgl. Biichter/Haug 2013). Dies kann sowohl innerhalb
einer Unterrichtseinheit umgesetzt werden als auch lang-
fristig beim spiralférmigen Lernen. Bei fortschreitender
Abstraktion mathematischer Begriffe kénnen Schilerin-
nen und Schler an enaktive Vorerfahrungen aus vergan-
genen Schuljahren erinnert werden oder dort ankntipfen.

und formalisiert wie die jeweils vorhandenen for-
malen Mdglichkeiten dies zulassen. Jede Stufe der
oben beschriebenen Entwicklung baut auf die vo-
rangehende auf, ermdglicht zu Beginn aber auch ein
integriertes Wiederholen des Vorangegangen, damit
sichergestellt ist, dass moglichst alle Schiilerinnen
und Schiiler iiber die notwendige Basis fiir das Wei-
terlernen verfiigen.
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Derart langfristig angelegte Prozesse der Begriffs-
entwicklung folgen dem sogenannten Spiralprin-
zip, das in dieser Form auf den Psychologen Jéro-
me S. Bruner zuriickgeht (Kasten 1). Da die lang-
fristige Planung von Unterricht in der Regel durch
vorgegebe Lehrpline geschieht, fordert das Spiral-
prinzip zunichst entsprechende Spiralcurricula ein.
Aber auch auf der Ebene der mittel- und kurzfris-
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Beispiele flir das Spiralprinzip
Von Zuordnungen zu Funktionen und Abbildung

Grundschule: Im Sachrechnen werden Zuordnungen (vor
allem proportionale) zwischen GréBen (wie ,Menge zu
Preis“) betrachtet. Dabei werden auch Wertetabellen und
Muster in den Zahlbeziehungen untersucht.

Beginn der Sekundarstufe I: Nun werden verschiedene
Darstellungen flr Zuordnungen thematisiert, Darstellungen
gewechselt und Zuordnungen selbst Gegenstand der Be-
trachtung (proportional/umgekehrt proportional/andere).
Bei der Klarung des Funktionsbegriffs spielt die Eindeu-
tigkeit der Zuordnung dann eine zentrale Rolle (,Welche
GroBe kann der anderen eindeutig zugeordnet werden?).

Ende der Sekundarstufe I: Mit der Funktionenlehre wer-
den Funktionen als mathematische Objekte, mit denen Zu-
ordnungen beschrieben werden kénnen, betrachtet und
auf der Basis der nun vorhandenen algebraischen Mog-
lichkeiten untersucht (,Wie wirken sich Veranderungen am
Funktionsterm auf den Graphen aus - und umgekehrt?®).

Gymnasiale Oberstufe: Funktionen werden systematisch
als Objekte betrachtet, die transformiert oder verknipft wer-
den kénnen. Ein weiterer Schritt ist die Verallgemeinerung
auf Abbildung, die nicht mehr nur Zusammenhénge zwi-
schen zwei GréBen beschreiben, sondern z.B. im Fall der
Wahrscheinlichkeit Teilmenge einer (i.d.R. diskreten, so-
gar endlichen) Ergebnismenge eine reelle Zahl (zwischen
0 und 1) zuordnen.

Vom Zerschneiden und Zusammenlegen
zu Messprinzipien und zum MaBbegriff

Vorschule/Grundschule: Im Anfangsunterricht wird die
Gleichheit von Flacheninhalten materialbasiert und hand-
lungsorientiert durch das Zerschneiden und Zusammenle-
gen von Figuren erfahrbar. Wichtige Messprinzipien wie die
Additivitdt von Flacheninhalten oder die Flachengleicheit
kongruenter Figuren werden dann etwa beim Auslegen von
Rechtecken mit Zentimeterquadraten (als standardisiertem
MaB) erfahrbar.

Sekundarstufe I: Hier werden das Messen und der MaBbe-
griff vor allem innerhalb der messenden Geometrie bei Lan-
gen, Flacheninhalten und Volumina vertieft.

Gymnasiale Oberstufe: Es folgen Verallgemeinerungen im
Rahmen der Integralrechnung oder durch die Auffassung
von Wahrscheinlichkeit als MaB flr das Eintreten bestimm-
ter Ereignisse.

tigen Planung durch die Lehrkrifte stellen sich die
Fragen, wie Begriffe bereits propiddeutisch betrach-
tet und ,,nach hinten entwicklungsoffen* themati-
siert werden kénnen. Klar ist, dass fiir derartige Be-
trachtungen Themenstringe als Geriist dienen, ent-
lang derer sich Begriffe spiralig entwickeln konnen.
Bruner selbst hat hier von ,.,fundamentalen Ideen®
gesprochen.

In der mathematikdidaktischen Diskussion fin-
det man auch ,,zentrale Ideen* (vgl. Klika, 2003)
oder in den Bildungsstandards der KMK , Leitide-
en”. Diese Begriffe werden allerdings nicht einheit-
lich verwendet und auch die jeweils zugehdrigen
Kataloge weisen hiufig Unterschiede auf. Fiir die
Unterrichtspraxis ist letztlich nur wichtig, dass be-
stimmte ,,grundlegende Begriffe” (s. Vollrath/Roth,
2012) wie ,.Zahl*, . Funktion®, ,,Wahrscheinlich-
keit* oder ,,MaB* erkannt und beriicksichtigt wer-
den. Weitere Beispiele fiir propddeutische Betrach-

tungen grundlegender mathematischer Begriffe, bei
denen eine Fortsetzbarkeit der Betrachtungen im
Sinne einer Vertiefung, Verallgemeinerung und Aus-
differenzierung beachtet wird, werden in Kasten 2
dargestellt.

Die folgenden Blicke in die Geschichte der Ma-
thematik und auf individuelle Lernprozesse verdeut-
lichen, dass das Spiralprinzip letztlich nur eine na-
tiirliche Entwicklung der fachlichen Gegenstiinde
einfordert. Damit wird auch die inhaltliche Verbin-
dung zu historisch-genetischen bzw. psychologisch-
genetischen Ansitzen aufgezeigt (s. Selter, 1997).
AnschlieBend werden Konsequenzen, die bei Be-
riicksichtigung des Spiralprinzips fiir den Unterricht
folgen, und Herausforderungen, die bei der Umset-
zung des Spiralprinzips im Unterricht bestehen, dar-
gestellt und durch Gestaltungshinweise fiir die Pla-
nung und Durchfithrung von Unterricht nach dem
Spiralprinzip erginzt.
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vom Gespiir fir den Zufall zu
Gesetzen der groB3en Zahl

Vorschule/Grundschule: Wirfelspiele kennen Kinder -
und in der Grundschule flhren sie Zufallsexperimente
durch und werten diese aus (vgl. Bildungsstandards). Da-
bei stehen die Idee des Zufallsexperiments und die Ent-
wicklung eines Gesprs flir den Zufall im Vordergrund.

Sekundarstufe I: Zunéachst werden die Idee des Zufallsex-
periments und das Gespur fir den Zufall vertieft, wobei das
Zusammenspiel von Wahrscheinlichkeit und (empirisch be-
obachteter) relativer Haufigkeit explizit in den Blick genom-
men wird. So realisiert sich die theoretisch angenommene
Wahrscheinlichkeit (etwa beim Wirfel) erfahrungsgeméBn
erst nach sehr vielen Durchfiihrungen und nur naherungs-
weise auch in den relativen Haufigkeiten. Dieses ,Empiri-
sche Gesetz der groBen Zahlen® ist kein mathematischer
Satz, sondern eine Erfahrungstatsache (theoretisch kénn-
te auch bei 10000 Wirfen mit einem normalen Spielwurfel
immer nur die ,6“ fallen). Diese Erfahrung wird genutzt, um
die Wahrscheinlichkeiten bei Quadern oder ReiBzwecken
durch lange Versuchsserien iber die relativen Haufigkeiten
naherungsweise zu ermitteln.

Gymnasiale Oberstufe: Nun stehen die Mittel bereit, um
den Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeiten und
relativen Haufigkeiten im (schwachen) ,Bernoulli’schen
Gesetz der groBen Zahlen® als Wahrscheinlichkeitsaussage
in einem mathematischen Satz zu formulieren.

Von Handlungsaufforderungen zu Rechen-
operationen und inneren Verkniipfungen

Grundschule: Im Anfangsunterricht interpretieren Kinder
ein Ausdruck wie ,2 + 7 = “in der Regel als Handlungs-
aufforderung, die zum Ergebnis ,9" flhrt.

¥l = (3

Sekundarstufe I: Spatestens beim Ubergang von der Arith-
metik zur Algebra werden — etwa in Klasse 7 oder 8 — Glei-
chungen als Ausdruck der Aquivalenz zweier (zumeist un-
terschiedlich dargestellter) Objekte betrachtet.

.2 + 7 = 9 bedeutet dann, dass ,2 + 7 eine andere Dar-
stellung von ,9“ (oder der Quadratwurzel von 81, oder ...)
ist. Insbesondere beim Arbeiten mit Variablen, Termen und
Gleichungen wird dann bedeutsam, dass ,x + y" eine inne-
re Verkniipfung innerhalb eines bestimmten Zahlbereichs,
also selbst eine Zahl, ist.

Gymnasiale Oberstufe: Jetzt werden nicht nur Zahlen
(konkret oder als Variablen) miteinander verknlpft, sondern
auch Funktionen (z.B. bei der Summen-, Produkt- oder
Kettenregel in der Differenzialrechnung) und (Ubergangs-)
Matrizen in der Linearen Algebra.

({ZJ,%)UJ ::‘fcxnatx)

Entdecken von Mathematik: Vertiefung,
Verallgemeinerung, Ausdifferenzierung

a) an welche Erfahrungen bereits angekniipft wer-
den kann, wie diese Inhalte also bereits friiher

im Unterricht oder im Alltag in Erscheinung

Bei der individuellen Aneignung und Weiterent-
wicklung von Mathematik durchlaufen Schiilerin-

getreten sind (Riickschau), und

nen und Schiiler Etappen, die Parallelen zur histori-
schen Entwicklung der Mathematik aufweisen (Kas-
ten 3, S. 6). Dies bedeutet nicht, dass Mathematikun-
terricht konsequent historisch-genetisch aufgebaut
werden muss. Fiir das schulische Lehren und Ler-
nen gilt aber: Mathematikunterricht fiingt niemals
.bei Null* an, sondern trifft immer auf schon vor-
handene Vorstellungen. Dies gilt nicht nur fiir den
Anfangs-, sondern auch fiir den spiteren Unterricht,
in dem die Lernvoraussetzungen der Schiilerinnen
und Schiiler zunehmend durch vorangegangenen
Mathematikunterricht gepriagt werden. Dementspre-
chend sollte bei der Auseinandersetzung mit mathe-
matischen Inhalten immer darauf geachtet werden,
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b) wie die Auseinandersetzung spiter verallgemei-
nert bzw. vertieft wird, wie also propédeutisch
substanzielle Fragen fiir das fortgesetzte Mathe-
matisieren betrachtet werden konnen (Vorschau).

Vorschulische Ausgangspunkte sind hidufig z. B.
durch Zihlen und zéhlendes Rechnen in bestimm-
ten Kontexten gekennzeichnet, wobei diese frithen
Kompetenzen stark an den jeweiligen Gegenstands-
bereich gebunden sind (etwa wenn Fiinfjéhrige mit
kleinen Geldbetriigen auf der Basis der fiir die Wiih-
rung geltenden Biindelungsschritte rechnen knnen).

Fiir die Mathematik typische Abstraktionsschrit-
te, die in dieser Form hiufig erst in der Schule statt-
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finden, sind die Entwicklung eines allgemeinen
Zahlbegriffs und das abstrakte Rechnen mit Zah-
len. Dabei sollen die geistigen Tiitigkeiten schritt-
weise von gegenstindlichen Handlungen oder bild-
lichen Veranschaulichungen entkoppelt und abstrakt
durchfiihrbar werden. Ahnliches gilt im Bereich der
Figuren, wenn , Kreis* oder ,,Quadrat™ nicht mehr in
bestimmten Gegenstandsbereichen betrachtet, son-
dern selbst zum Gegenstand weiterer Entdeckun-
gen gemacht werden. Im Verlauf der Schulzeit von
der Primarstufe iiber die Sekundarstufe I bis hin zur
Sekundarstufe II werden viele fachliche Konzepte
im besten Fall zunichst propiadeutisch thematisiert,
spiter intensiv erkundet und systematisiert und noch
spiiter wiederaufgegriffen und vertieft, verallgemei-
nert oder ausdifferenziert.

Konsequenzen fiir die Unterrichtsplanung

Der uns vertraute hierarchische Aufbau mit zuneh-
mender Abstraktion durch fortgesetzte Mathema-
tisierung kann im Unterricht systematisch im Sin-
ne des Spiralprinzips beriicksichtigt werden. Akti-
vitdten der Unterrichtsplanung, bei denen das Spi-
ralprinzip beriicksichtigt werden kann, lassen sich
stark vergrobert mit drei Zeithorizonten versehen:
lang-, mittel- und kurzfristig.

Langfristig denken

Die langfristige Unterrichtsplanung erfolgt vorran-
gig mit Blick auf die Inhalte und ist zunichst Ge-
genstand der Curriculumentwicklung seitens der
Bildungsverwaltung (Lehrplidne) und der Fachkon-
ferenzen (schulinterne Arbeitsplidne). Die Intensi-

tit der mittelfristigen Unterrichtplanung hiingt stark
von individuellen Arbeitsweisen und Kooperations-
strukturen in den einzelnen Fachkonferenzen ab,
etwa wenn gemeinsame Halbjahres- und Reihenpla-
nungen (ggf. mit Parallelarbeiten) entwickelt wer-
den. Werden diese Aktivititen, bei denen iiber die
nidchste Unterrichtsstunde hinausgedacht wird, in-
nerhalb der Schule gestirkt, gelingt die Umsetzung
des Spiralprinzips im Unterricht leichter.

Die iiberwiegende Zeit bei der Unterrichtspla-
nung flieBt wohl immer in die kurzfristige Vorberei-
tung der niichsten Stunde(n). Umso wichtiger ist es,
auch hier langfristig zu denken. Natiirlich vergewis-
sern wir uns, iiber welche Voraussetzungen unsere
Schiilerinnen und Schiiler verfiigen. Dabei wird oft
vor allem das Wissen und Konnen betrachtet. Auch
Uberlegungen dazu, welche konkreten Erfahrungen
mit einem mathematischen Begriff und daraus re-
sultierende Vorstellungen die Lernenden bei friihe-
ren Begegnungen entwickelt haben, sind wichtig.

Wenn der Blick nach vorn 6fter iiber die nichste
Klassenarbeit oder die nichste Vergleichsarbeit hin-
ausreicht, kann dies dazu beitragen, dass Begriffe in
ihrer Entwicklung nicht an die aktuell im Unterricht
behandelten Sondertille gebunden werden — wie es
etwa der Fall wiire, wenn nur proportionale und an-
tiproportionale Zuordnungen betrachtet werden und
festgestellt wird, dass jeweils zwei Wertepaare ge-
niigen, um eine Zuordnung vollstindig zu kennen.

Immer wieder: Begegnen, Wiederholen, Vertiefen

Die TIMSS-Videostudie ermittelte in Deutschland
in den 1990er-Jahren einen Lehrstil, bei dem fach-
liche Gegenstiinde in einer Unterrichtsreihe erst-
mals thematisiert, dann systematisch und schein-

Entwicklung von Mathematik: Vertiefung, Verallgemeinerung, Ausdifferenzierung

Mathematik entstand, historisch betrachtet, zunachst aus
Fragen des Alltags, die zu arithmetischen und geometri-
schen Uberlegungen gefiihrt haben. Schon in dieser
frihen und relativ langen Phase einer nur in ihren An-
wendungen stattfindenden Mathematik wurden schritt-
weise allgemeinere Betrachtungen durchgefiihrt (etwa
prototypische Figuren oder feste Rechenschemata fir
bestimmte Typen von Fragestellungen entwickelt).

Spater, als die Mathematik als eigensténdige akademi-
sche Disziplin betrieben wurde (etwa seit der griechi-
schen Antike), waren nicht mehr nur Anwendungsfragen
die treibende Kraft fir weiteren Erkenntnisgewinn, son-
dern zunehmend auch ,innermathematische Fragen®,
die abstrakte Objekte als Ausgangspunkt haben. Spéates-

tens hier tritt Mathematik ,als geistige Schopfungen, als
eine deduktiv geordnete Welt eigener Art* (Winter, 1996)
in Erscheinung. Erfindungen, wie etwa die der irrationa-
len oder negativen Zahlen, waren das Resultat der inner-
mathematischen Vertiefung und dienten zunachst nicht
vorrangig der Lésung von Anwendungsproblem.

Die fortgesetzte Mathematisierung flihrte zu méachtigen
Theorien, die u.a. universelle Modelle und Lésungsan-
satze flr groBe Problemklassen bieten. Diese Theorien
sind zwangslaufig wenig anschaulich. Wichtig fur das in-
haltlich souverane Arbeiten auf einer Abstraktionsebe-
ne dlrfte eine substanzielle Verankerung der Begriffe
auf der nachsten konkreteren Ebene sein. So bildet die
Schularithmetik eine inhaltliche Basis fiir die Algebra.

mathematik lehren 182 | 2014




DAS SPIRALPRINZIP | BASISARTIKEL

| LN

Erfinde zwei Sachaufgaben (Textaufgaben) zur Rechnung 28 : 4 =7

duﬂmwmemm
Torn WMML&M Wi cvele Bondper
BM dubhandie Qoo axdleeith 0\{

L e FQ\V& F{?‘p\ hd&\' B
ditan bl sich bei Humd M. i T-Shinc, W‘iw“uzs-mu
Ex wnuws 28€ Alle T- Slino boalowrn ol .\L.} Jf m s-f imw Vesten Tuc,

4) é iﬂ R;I.h'er ,ﬂ.kt 29 E‘(f"“’!—h(—ﬂ
Hoal Gelad W

e i ke Skicke bt do.,
'-'.‘L‘m BQ”{'J’ﬁﬂf-

bar erschipfend erarbeitet und direkt intensiv ge-
iibt werden (Baumert/Lehmann, 1997). Produktiver
ist allen aktuellen Lerntheorien zufolge ein Begeg-
nen, Wiederholen und Vertiefen in mehreren Etap-
pen, die bewusst Bezug aufeinander nehmen. Dies
ist unter anderem eine Frage der stofforientierten
Unterrichtsplanung, bei der ein fachlicher Gegen-
stand daraufhin untersucht wird, welche Vorkennt-
nisse erforderlich sind, um ihn weitgehend erfassen
zu konnen, und wie hieran angekniipft werden kann.

Zum Beispiel greift die Volumenbestimmung
bei Spitzkérpern auf die Vorstellungen und Metho-
den zur Volumenbestimmung bei Prismen zuriick.
Zu Beginn einer Unterrichtsreihe zur Volumenbe-
stimmung von Spitzkérpern werden daher zunéichst
die entsprechenden Betrachtungen bei Prismen wie-
deraufgegriffen. Umgekehrt kann am Ende der Un-
terrichtsreihe zu Prismen aber auch propideutisch
iiberlegt werden, welches Volumen Pyramiden mit
gleicher Grundfliche hiitten. Dabei konnen erste
Schitzwerte entstehen und es kann deutlich werden,
dass die riumliche Situation schwieriger ist als etwa
die ebene Situation der Riickfiihrung des Flachen-
inhalts von Dreiecken auf den Flicheninhalt von
Rechtecken mit gleicher Grundseite.

Anker setzen

Damit Schiilerinnen und Schiiler an ihre vorhande-
nen Vorstellungen ankniipfen konnen, ist es wich-
tig, die inhaltlichen Themenstringe, entlang derer
sich der Unterricht spiralférmig entwickelt, auch
sichtbar zu machen und an zentralen Stellen ,,An-
ker zu setzen™. Besonders deutlich wird dies im Be-
reich der Zahlbereichserweiterungen: Welche Ei-
genschaften der Zahlen und welche Eigenschaften
der Operationen bleiben gleich, welche verindern
sich? Wodurch ist dies bedingt? Lerntagebticher bie-
ten hier ein besonders Potenzial fiir entsprechende
Reflexionen (vgl. Holzipfel, u.a. 2009).

Mit Blick darauf, dass die fachlichen Gegenstiin-
de auf einer héheren Stufe weiter vertieft werden, ist
die auf den sowjetischen Psychologen Wygotski zu-
riickgehende Betrachtung der ,,Zone der nichsten
Entwicklung* von grofler Bedeutung. Diese Vertie-
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fung auf einem hoheren Niveau kénnen Lernende
auf der Basis ihrer vorhandenen Vorstellungen mit
etwas Anleitung erreichen. Im Unterricht kann die-
se Idee im Rahmen immer erforderlicher Binnendif-
ferenzierung (Bruder/Reibold, 2010) insbesondere
zur Forderung leistungsstirkerer Schiilerinnen und
Schiiler genutzt werden.

Wenn in einer Lerngruppe etwa der Bruchzahl-
begriff weitgehend erarbeitet wurde und Briiche
geklirzt, erweitert und miteinander beziiglich ih-
rer GroBe verglichen werden konnen, werden eini-
ge Lernende noch damit beschiftigt sein, diese neu-
en Zahlen als solche zu akzeptieren. Andere sind in
der Welt der Bruchzahlen lingst angekommen und
konnen sich etwa fragen, ob man mit diesen Zahlen
auch rechnen kann. Erste Antworten darauf kdnnen
sie mit etwas Anleitung auch dann finden, wenn et-
wa die Bruchaddition noch nicht im Schulbuch vor-
gesehen ist. Die Systematisierung des Rechnens mit
Briichen kann dann immer noch spiiter geschehen.

Herausforderungen fiir die Planung und
Durchfiihrung von Unterricht

Unterschiedliches Vorwissen in der Lerngruppe

Ein erster notwendiger Schritt zur erfolgreichen
Umsetzung des Spiralprinzips ist bei der Unter-
richtsplanung offenbar eine sorgfiltige Analyse der
zentralen fachlichen Gegenstinde: Wie stehen sie
in Verbindung zu vorangehenden und nachfolgen-
den Themen?

Dieser Schritt geniigt aber noch nicht: In jeder
Lerngruppe sind Schiilerinnen und Schiiler mit un-
terschiedlichen Voraussetzungen; insbesondere ver-
fiigen nicht alle tiber die notwendigen Vorausset-
zungen fiir die nichste Unterrichtsreihe, sodass ei-
ne entsprechende Lernausgangsdiagnose und For-
derung erforderlich sind. Lernausgangsdiagnosen
miissen dabei nicht aus umfangreichen Aufgaben-
blittern oder Testmaterialien bestehen. Manchmal
geniigen geschickte Einforderungen von Eigenpro-
duktionen. Wenn etwa das Thema ,,Bruchdivision*
naht, ist es fiir die Lehrkraft wichtig zu wissen, iiber

Abb. 2: Zwei Schiler
betten eine Rechnung in
Kontexte ein.

Bei solchen Aufgaben
werden Schilervorstel-
lungen transparent.




Quelle: Schitte, S., Die Matheprofis 4, S. 34 (Oldenbourg). llustration: J. Ginsbach

it dem Zirkel die Strecke
hathq-t, ohne sie Zu

@ Erstaunlich!

Sieh mal, ich habe

messen.

@ a) Versuche herauszufinden, wie Paula vorgegangen ist.

b) Zeichne auch Geraden, markiere darauf Punkte und halbiere die Strecke
zwischen ihnen.

Wenn man bei einem beliebigen Vier-

eck (A, B, C, D) die Mitten der Seiten mit-
einander verbindet, entsteht immer ein
besonderes Viereck (E, F, G, H).

a) Uberpriife diese
Behauptung an
mehreren Beispielen.

b) Beschreibe es. Wos ist
das Besondere an
diesen Vierecken?

Abb. 3: Schon in Grundschullehrwerken finden sich gehaltvolle (Geometrie-)
Aufgaben - dies ist Lehrkraften weiterflhrender Schulen nicht immer bewusst

welche Vorstellungen zur Division ihre Schiilerin-
nen und Schiiler verfiigen. Vielfach aktivieren die-
se in Klasse 6 oder 7 am ehesten eine Verteilvorstel-
lung (,,12 Karten an 3 Kinder verteilen. Wie viele
Karten bekommt jedes Kind?*). Fiir die Bruchdivi-
sion ist aber die Aufteilvorstellung (,,60 Gliser sol-
len in Kartons zu jeweils 12 Glidsern verpackt wer-
den. Wie viele Kartons werden benétigt?*) erfor-
derlich. Hinweise iiber die Vorstellungen, die Schii-
lerinnen und Schiiler am ehesten aktivieren, kann
hier eine Aufgabe liefern, die zu einer gelosten Di-
visionsaufgabe eine Kontextualisierung einfordert
(vgl. Abb. 2).

Damit die Interpretation der Bearbeitungen und
das Ableiten von Konsequenzen fiir die Férderung
effektiv sind, muss die Lehrkraft iiber themenspezi-
fisches mathematikdidaktisches Hintergrundwissen
verfiigen. Im Fall der obigen Betrachtung der Di-
vision wire dies das Wissen iiber Verteil- und Auf-
teilvorstellungen. In der Literatur finden sich zu fast
allen grundlegenden Begriffen der Schulmathema-
tik praxisorientierte Arbeiten zu Grundvorstellun-
gen und zu typischen Schiilerfehlern. Dartiber hi-
naus gibt es weitere Anregungen fiir eine prakti-
kable kompetenzorientierte Diagnose (Jordan u.a.,
2008; LS/QA, 2006).

Uber die Schulstufen hinaus denken

Eine weitere Herausforderung besteht in der oben
genannten fachlichen Analyse, da die Themen-
striinge, die das Geriist eines spiraligen Aufbaus von
Mathematikunterricht bilden, nicht immer direkt
erkennbar sind. Diese Themenstriinge iibergreifen
oft mehrere Schulstufen und gehen nicht selten bis
in die Hochschule hinein (vgl. etwa den Weg vom
Klecksbild bis zur Gruppe der Kongruenzabbildun-
gen). Der Blick iiber die Grenzen der Schulstufen
hinweg ist noch nicht institutionalisiert. Wer iiber
ldngere Zeit nur in der Sek. I unterrichtet, kennt die
Lehrpline und die Unterrichtspraxis der Grundschu-
le, der gymnasialen Oberstufe oder der beruflichen
Bildung kaum. Fiir die Fragen, woran angeschlos-
sen werden kann und wie Begriffe spiter verallge-
meinert werden, ist diese Kenntnis aber bedeutsam.
Grundlegende Begriffe sollten daher in Kooperati-
on mit Schulen anderer Schulstufen, auf der Ebene
der Fachkonferenz oder individuell darauthin analy-
siert werden, wie sie in anderen Schulstufen thema-
tisiert werden.

Auf die Lehrpline allein kann man sich hier-
bei nicht verlassen. Ein Blick in giiltige Lehrpline
zeigt: Innerhalb eines Bundeslandes bleiben nicht
selten Themen, die in der Grundschule substanziell
vorgesehen sind, danach lange unbearbeitet, bevor
sie in der Sek. | wiederaufgegriffen werden. So sind
erste Erfahrungen im Umgang mit Zufall, Zufalls-
experimenten und Wahrscheinlichkeit heute durch
die KMK-Bildungsstandards obligatorische fachli-
che Gegenstiinde in der Grundschule. Dennoch gibt
es Bundeslinder, die in den Klassen 5 und 6 nicht
hieran ankniipfen, sondern im Bereich der Stochas-
tik ausschlieBlich Beschreibende Statistik vorsehen.
Da es einer kontinuierlichen und intensiven Ausei-
nandersetzung mit Zufall und Wahrscheinlichkeit
bedarf, um hier ein angemessenes Gespiir fiir die
Phiinomene zu entwickeln, sollten in jedem Schul-
jahr entsprechende Erfahrungen erméoglicht werden.
Lehrkrifte konnten sich entscheiden, in den Klassen
5 und 6 Zufallsexperimente als ,Datenlieferanten®
fiir die Beschreibende Statistik zu nutzen und so —
jenseits der Lehrpline — das Spiralprinzip umsetzen.
Besonders deutlich wird im Bereich der Geomet-
rie, wie viel tragfihige Mathematik bereits in der
Grundschule thematisiert wird (Abb. 3).

Themen iiber die Schuljahre verteilen

Das Spiralprinzip erfordert nicht nur die kontinu-
ierliche Auseinandersetzung mit grundlegenden Be-
griffen, sondern auch die Streckung umfassender
Themenbereiche auf mehrere Schuljahre. In vielen
Lehrplinen findet die Behandlung von Bruchzah-
len, von deren Einfiihrung bis hin zum Rechnen mit
Bruchzahlen, heute — im wahrsten Sinne des Wortes —
erschopfend in Klasse 6 statt. Fiir Schiilerinnen und
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Schiiler ist dies oft genauso unbefriedigend wie
fiir Lehrkriifte. Die Zahlbereichserweiterung stellt
enorme kognitive Anforderungen, schon bei der
Entwicklung des Bruchzahlbegriffs und nicht we-
niger bei den Rechenoperationen. Eine Entzerrung
des Themas kann stattfinden, wenn die Vorstellun-
gen zu Bruchzahlen schon in Klasse 5 intensiv an-
gebahnt werden, die Rechenoperationen in Klasse 6
erstmalig erarbeitet und spiter in Klasse 7 / 8 subs-
tanziell wiederholt werden.

Der Blick in die Lehrpline sollte also nicht nur
darauf gerichtet sein, was wann zwingend umge-
setzt werden muss, sondern auch darauf, wo der
Unterricht didaktisch sinnvoll dariiber hinausgehen
kann.

Gestaltungshinweise fiir die Planung und
Durchfiihrung von Unterricht

Wie kann das Spiralprinzip umgesetzt werden, auch
wenn wenig Zeit zur Verfiigung steht, wenn Lehr-
pline nicht immer Spiralcurricula sind und andere
Anforderungen wie Zentrale Priifungen den Unter-
richt in eine eigene Richtung dringen? Ein Schliis-
sel kann in der Kooperation innerhalb der Fachkon-
ferenz und die Nutzung geeigneter praxisorientier-
ter Literatur sein. Folgende Punkte kinnen auch in
einem stressigen Unterrichtsalltag umgesetzt wer-
den:

Checklisten, die im Rahmen der Arbeit an
schulinternen Lehrpldnen erarbeitet werden

Die Planung einer Einheit im Sinne des Spiralprin-
zips wirft Fragen auf: Welche grundlegenden Be-
griffe spielen in einer Unterrichtsreihe eine Rolle?
Wie sind diese Begriffe frither in den Blick genom-
men worden? Welche Lernschwierigkeiten sind bei
diesen Begriffen typisch? Wie werden diese Begrif-
fe spiiter wieder aufgegriffen? Dabei konnen hilf-
reiche ,,Begriffslandkarten” entstehen. Bei der Ar-
beit an schulinternen Lehrpldnen sind Lehrpline
und ausgewihlte Schulbiicher anderer Schulstufen
niitzlich.

Sammlung von Diagnose und Fordermaterialien
Offene Fragen (z.B. ,,Was ist eine Tangente?) eig-
nen sich gut fiir eine schnelle Erhebung von Schii-
lervorstellungen. In der Literatur und als Zusatzma-
terialien zu Schulbiichern gibt es mittlerweile zu
vielen Themen Diagnose- und Fordermaterialien.
Diese sind zwar noch von unterschiedlicher Quali-
tit, grundsiitzlich kann daraus aber eine direkt ein-
setzbare Sammlung zusammengestellt werden, die -
unter Einbezug von Schiilerselbsteinschitzung — ei-
ne Diagnose und Forderung zu Beginn einer Rei-he
ermoglicht.
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Riickblickstunden machen Anker sichtbar

Wenn man ,,Anker setzen* und grundlegende Be-
griffe auch fiir Schiilerinnen und Schiiler als solche
und in ihrer Vernetztheit sichtbar machen mdéchte,
kénnen ,.Riickblickstunden* am Ende von Unter-
richtsreihen, vor den Ferien, am Ende von Schul-
halbjahren ... sinnvoll sein.

Riickblickstunden sind dann besonders ergie-
big, wenn das ,.Mehr an Moglichkeiten®, das die
Unterrichtsreihe bereitstellt, erfahrbar wird: Man
kann etwa zu Beginn einer Reihe Probleme stellen,
die zwar bereits mit einfacheren Methoden ange-
gangen, aber erst mit den in der Unterrichtsreihe zu
erarbeitenden Methoden vollstindig und elegant ge-
l6st werden kdnnen.

Wer Mathematik vertieft kennengelernt hat, etwa
im Rahmen eines Lehramtsstudiums, weif3, dass fiir
viele fachliche Gegenstiinde Zeit zur Verfiigung ste-
hen muss, damit diese tatsichlich verstanden wer-
den konnen. Die vielfiltigen Betrachtungen bendti-
gen Zeit, um ,sich zu setzen®. Dies trifft auf schu-
lisch initiiertes Lernen von Mathematik genauso zu.
Wenn Schiilerinnen und Schiiler ., Mathematik wirk-
lich verstehen* (Kirsch, 2004) sollen, dann miissen
wir auch ihnen die Méglichkeit geben, fachlichen
Gegenstiinden friihzeitig propideutisch zu begeg-
nen, sie wieder aufzugreifen und zu vertiefen.
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