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Motivation

In der Praxis ist es oft nicht moglich, alle interessierenden Objekte der
Grundgesamtheit zu untersuchen, da Vollerhebungen teuer und zeitaufwendig
sind. Man muss sich dann mit einer Auswahl aus dieser Grundgesamtheit, der
Stichprobe, begniigen. Das Interesse gilt aber {iblicherweise der Grundgesamtheit.
Die schlieBende (induktive) Statistik stellt Methoden bereit, um Riickschliisse
von einer (Zufalls-) Stichprobe auf die Grundgesamtheit zu erméglichen.
Diese Riickschliisse sind mit einer Unsicherheit verbunden, die aber (unter
gewissen Voraussetzungen) quantifiziert werden kann.

@ Beispiele: Konsumerhebung, Befragungen zu Schattenwirtschaft,
Wahlumfragen

@ Interessen an Grundgesamtheit: Bei einer Wahlumfrage unter 1,000
Wahlerlnnen geben 23 % der Befragten an, die Partei X wihlen zu wollen.
Man ist aber iiblicherweise nicht daran interessiert, wie groB3 der
Stimmenanteil der Partei X innerhalb der Stichprobe (den 1,000 Befragten)
ist, sondern wie groB der Stimmenanteil der Partei X in der Grundgesamtheit
Ist.
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Lernziele der Einheit 3

@ Sie kennen den Unterschied zwischen der Verteilung einer
Zufallsstichprobe und der Verteilung der Mittelwerte von
Zufallsstichproben.

@ Sie wissen (ausgehend von der Grundgesamtheit), wie die Mittelwerte von
Zufallsstichproben verteilt sind.

@ Sie kdnnen (ausgehend von der Grundgesamtheit) ein Intervall bestimmen,
sodass der Mittelwert einer Zufallsstichprobe mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit innerhalb des Intervalls liegt.

@ Sie kdnnen (ausgehend von einer Stichprobe) ein Intervall bestimmen, sodass
der Mittelwert einer Grundgesamtheit mit einer gewissen
Wabhrscheinlichkeit innerhalb des Intervalls liegt, sowohl

» wenn die Standardabweichung der Grundgesamtheit bekannt ist, bzw.
» wenn die Standardabweichung der Grundgesamtheit unbekannt ist.

@ Sie erkennen den Zusammenhang zwischen Streuung eines Merkmals (einer
Variable) und dem Stichprobenumfang einerseits, sowie der GréBe des
Konfidenzintervalls bzw. der statistischen Unsicherheit andererseits.

@ Sie konnen einen einseitigen und einen zweiseitigen Hypothesentest iiber
Mittelwerte durchfiihren.
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Statistische Unsicherheit und die Rolle des Zufalls: Der
Untergang der Titanic

Tabelle: Hafigkeitsverteilung der Grundgesamtheit

Klasse Auspragung Absolute Relative Relative
Haufigkeiten Haufigkeiten Haufigkeiten
(in Prozent)
m Xm hm Pm P (in %)
1 verstorben 1,490 0.677 67.7
(r=)2 tiberlebt 711 0.323 323
Summe (N =) 2,201 1 100
Tabelle: Hafigkeitsverteilung der (Zufalls-) Stichprobe
m Xm hm Pm Pm (in %)
1 verstorben 69 0.690 69.0
(r=)2 tiberlebt 31 0.310 31.0
Summe (n=) 100 1 100 .




Warum haben genaue 711 Personen iiberlebt?

@ Ob eine Person iiberlebt hat, hdngt von den Eigenschaften der Person (Alter,
KorpergroBe, Geschlecht, Kabinenkategorie, ...), aber auch vom Zufall ab.
Unterstellen wir kurz, dass die Personeneigenschaften keine Rolle spielen, und jede
Person eine Uberlebenswahrscheinlichkeit von 33 % hat. Das Merkmal x (= 1 wenn
“liberlebt”, und 0 sonst) ist daher eine Zufallsvariable, die einer Verteilungsfunktion
folgt, die durch den Erwartungswert p = 0.330 und eine Standardabweichung von
o = 0.470 (bzw. eine Varianz von o = 0.221) gekennzeichnet ist. Diese zugrunde
liegende Verteilung beobachten wir nicht (ich habe mir die Zahlen nur
ausgedacht).

@ Zufall 1: Wir beobachten lediglich die konkrete Realisationen eines
Zufallsexperimentes: von 2,201 Passagieren haben 711 (X = 0.323) iiberlebt. Die
Standardabweichung s = 0.219. Wiirden wir die Titanic nochmals losschicken und
untergehen lassen, dann wiirden vermutlich nicht exakt 711 Leute iiberleben,
sondern wahrscheinlich etwas mehr oder etwas weniger. Wie viel mehr oder weniger
iiberleben, hingt vom Zufall ab.

@ Zufall 2: Wenn wir eine Zufallsstichprobe ziehen, dann wird der Mittelwert X100 und
die Standardabweichung $ von der Grundgesamtheit abweichen, weil der Anteil der
Uberlebenden in der Stichprobe zufilligerweise hoher oder niedriger als in der
Grundgesamtheit (= alle Passagiere) ist.
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SchlieBende Statistik

@ Mittels kausaler Inferenz kann man ursiachliche Mechanismen hinter beobachteten
Zusammenhangen untersuchen.
Beispiel: Ist der groBere Anteil an Uberlebenden bei Gisten der 1. Klasse, der in der
Grundgesamtheit beobachtet wird (X1.kiasse = 0.62 > X3.K1asse = 0.25), auf eine
héhere Uberlebenswahrscheinlichkeit zuriickzufiihren (d.h. i1 kiasse > f13.Klasse ), oder
kann der Unterschied lediglich durch Zufall erklart werden, obwohl beide Gruppen
die gleiche Uberlebenswahrscheinlichkeit hatten (11 kiasse = 143 Kiasse)?

@ Mittels deskriptiver Inferenz kann man auf Basis einer Stichprobe Riickschliisse
auf die Grundgesamtheit ziehen. Beispiel: Wenn in der Stichprobe der Anteil an
Uberlebenden bei Gisten der 1. Klasse groBer ist als bei Gasten der 3. Klasse
(X100;1.K1asse = 0.60 > X100:3.k1asse = 0.27), kann daraus geschlossen werden, dass
auch in der Grundgesamtheit der Anteil der Uberlebenden bei Gasten der 1. Klasse
groBer ist?

Wir versuchen hier vor allem, Riickschliisse von einer Stichprobe auf die Grund-
gesamtheit zu ziehen (deskriptive Inferenz). Grundlage der Analyse ist eine Zufallsstich-
probe aus der Grundgesamtheit. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit bezeichnen wir den
Mittelwert der Grundgesamtheit mit p und die Standardabweichung mit o.

Anmerkung: Da die Grundgesamtheit iiblicherweise sehr groB ist (etwa: 8.9 Mio. Einwohnerlnnen
in O), ist der Unterschied zwischen dem Mittelwert (eigentlich: X) und Standardabweichung
(eigentlich: s) der Grundgesamtheit und Mittelwert und Standardabweichung des
Zufallsprozesses, der das Merkmal x erzeugt (ndmlich p und o) vernachlissigbar klein.
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Grundgesamtheit vs. Stichprobe

Die deskriptive Statistik beschaftigt sich mit der Verteilung einzelner Merkmale.
Entsprechende Datensitze konnen entweder alle interessierenden Objekte
umfassen (Vollerhebung einer Grundgesamtheit), oder nur einen Auszug aus
dieser Grundgesamtheit (Zufallsstichprobe). In der Praxis wird der Datensatz
meistens eine Stichprobe beinhalten. Zwei Aspekte sind hier interessant:

i) Wenn wir die Grundgesamtheit kennen, kdnnen wir daraus etwas iiber die
Stichprobe lernen.

i) Wenn wir die Stichprobe kennen, kdnnen wir daraus etwas iiber die
Grundgesamtheit lernen. Die schlieBende (induktive) Statistik stellt
Methoden bereit, um Riickschliisse von einer Stichprobe auf die
Grundgesamtheit zu ermdglichen.

Der Aspekt i) ist von geringer Relevanz, wir werden aber aus didaktischen
Griinden damit starten.

Wir unterstellen fiir diese Einheit, dass unser GSOEP-Datensatz alle Personen
der Grundgesamtheit (mit N Personen) umfasst, aus der wir zufillig eine
Stichprobe vom Umfang n ziehen.
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“Grundgesamtheit”

Wir beobachten das Haushaltseinkommen von N = 5,407 Personen (=
Grundgesamtheit). Der Mittelwert = 37,150 Euro, und die Standardabweichung
o = 26,728. Das Histogramm (Intervallbreite d; = 5,000 Euro) sieht
folgendermaBen aus: (vertikale rote Linie = Mittelwert)
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Grundgesamtheit vs. Stichprobe: Beispiel (1)

Histogramm Grundgesamtheit Histogramm Stichprobe
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Grundgesamtheit vs. Stichprobe: Beispiel (2)

Histogramm Grundgesamtheit Histogramm Stichprobe
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Grundgesamtheit vs. Stichprobe: Beispiel (3)
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Erkenntnisse: Intuition 1 + 2

@ Erkenntnis 1: Wenn ich eine Zufallsstichprobe ziehe, sieht die Verteilung
dieser Stichprobe sehr dhnlich aus wie die Verteilung der Grundgesamtheit.

o Erkenntnis 2: Die Ahnlichkeit ist umso groBer, je groBer der
Stichprobenumfang n ist.
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Haufigkeitsverteilung der Mittelwerte (1)

Ich ziehe eine Zufallsstichprobe von n = 100 Personen und berechne den
Mittelwert der Stichprobe, X1g0. Ich wiederhole den Vorgang 1,000 Mal und erhalte
daher 1,000 verschiedene Stichprobenmittelwerte (also X}qq, X100, X100, Usw.). Die
Verteilung der Stichprobenmittelwerte kann als Histogramm dargestellt werden:
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Haufigkeitsverteilung der Mittelwerte (2)

Wiirde ich Stichproben vom Umfang n = 1,000 ziehen, wiirden die
Stichprobenmittelwerte weniger stark streuen (rechte Grafik). Der Mittelwert einer
Zufallsstichprobe mit n = 1,000 ist daher héchstwahrscheinlich “in der Ndhe” vom
Mittelwert p der Grundgesamtheit. Bei einer kleinen Stichprobe ist dies weniger
wahrscheinlich:
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N Mittelwert Std. Abw. min max
x (HH-Einkommen) 5,407 37,150 26,728 583 507,369
X (n=100) 1,000 37,060 2,677 30,053 47,483
X (n=1,000) 1,000 37,125 755 34,573 39,920
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Erkenntnisse: Intuition 3 + 4

@ Erkenntnis 3: Wenn ich mehrmals eine Stichprobe ziehe, streuen die
Stichprobenmittelwerte um den Mittelwert der Grundgesamtheit.

@ Erkenntnis 4: Die Streuung nimmt ab, je groBer der Stichprobenumfang n ist.
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Erkenntnisse: Formal

@ x sei eine diskrete oder stetige (Zufalls-) Variable, die eine beliebige Verteilung
aufweist, und den Erwartungswert u und die Varianz o2 besitzt. (Wir nehmen an,
dass die Variable x in der Grundgesamtheit diese Eigenschaften erfiillt.) Wenn man
daraus eine Zufallsstichprobe vom Umfang n zieht, weist diese Stichprobe (im
Erwartungswert) dieselbe Verteilung auf. Das bedeutet, dass:

i) der Mittelwert der Stichprobe:

B 1
Xn—E;E—;X’_g(X1+X2+...Xn)

im Erwartungswert p entspricht (d.h. E(X,) = p).
ii) die Varianz der Stichprobe:

1 n
a2 — \2
55 = Xj — X

n—1 Z( ' ")

i=1

im Erwartungswert o2 entspricht (d.h. E(8%) = 02).
@ X, ist selbst eine Zufallsvariable, die einer Normalverteilung mit Mittelwert p und
Varianz o°/n folgt (zentraler Grenzwertsatz): X, ~ N (u,0>/n)

@ Die Standardabweichung der Verteilung der Mittelwerte wird auch Standardfehler
(des Mittelwertes) genannt, und mit se (standard error) bezeichnet.
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Was ist eine Normalverteilung? (1)
Ein Normalverteilung ist durch Mittelwert ;. und Varianz o> gekennzeichnet und wird

als N(1,02) bzw. NV/(u, 0%) beschrieben. Eine stetige Zufallsvariable x heiBt
normalverteilt, wenn sie eine Dichte der Form
G
f(x) = —-e to mit o > 0
() V2ro -

besitzt. (Brauchen Sie nicht wissen.) Eine Normalverteilung N(u = 0,0 = 1) heiBt

Standardnormalverteilung und sieht so aus:
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Was ist eine Normalverteilung? (2)

Normalverteilungen mit unterschiedlichen LagemaBen (links) und
unterschiedlichen StreuungsmaBen (rechts).

- - NV(0,1) T __
— NV(1,1) B v
--- NV(2,1) / Voo

NV (0,4)
NV (0,2)
NV (0,1)

\

(siehe Duller, 2019, Abbildung 11.5)
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Haufigkeitsverteilung der Mittelwerte (1)

Kann durch Normalverteilung mit ¢ = 37,150 und Standardabweichung
a/+/n=26,728/+/100 = 2672.8 approximiert werden:
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Haufigkeitsverteilung der Mittelwerte (2)

Wiirde ich Stichproben vom Umfang n = 1,000 ziehen, wiirden die
Stichprobenmittelwerte weniger stark streuen (rechte Grafik). Der Mittelwert einer
Zufallsstichprobe mit n = 1,000 ist daher héchstwahrscheinlich “in der Ndhe” vom
Mittelwert p der Grundgesamtheit. Bei einer kleinen Stichprobe ist dies weniger
wahrscheinlich:
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N Mittelwert Std. Abw. min max
x (HH-Einkommen) 5,407 37,150 26,728 583 507,369
X (n=100) 1,000 37,060 2,677 30,053 47,483
X (n=1,000) 1,000 37,125 755 34,573 39,920
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Zusammenfassung und Schlussfolgerung

Xn ~ N(u,0%/n) bedeutet, dass der Stichprobenmittelwert X, ein
erwartungstreuer und konsistenter Schatzer des Mittelwerts der
Grundgesamtheit i ist.

Erklarung:
o Erwartungstreue:

Der Erwartungswert des Schitzers (des Stichprobenmittelwerts) entspricht
dem gesuchten Parameter (hier: dem Mittelwerts der Grundgesamtheit):

E(xn) =
o Konsistenz:
Mit zunehmendem Stichprobenumfang wird die Varianz des Schéatzers kleiner:
2

; = .o
lim Var(x,) = lim — —0
n—o00 n—oo N
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Was kann ich von der Grundgesamtheit iiber die
Stichprobe lernen?

Ich kenne:

o den wahren Mittelwert der Grundgesamtheit: = 37, 150

o die Standardabweichung der Grundgesamtheit: o = 26,728
Ich weiB:

@ dass der Mittelwert des Merkmals x einer Zufallsstichprobe vom Umfang n,
X, normalverteilt ist, mit Mittelwert 1 und Standardfehler se = o /1/n.
Kurz: X, ~ N(u,0?/n)

Ich méchte:

@ ein Intervall bestimmen, sodass der Mittelwert des Merkmals der
Zufallsstichprobe, X, mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit 1 — «

innerhalb des Intervalls (bzw. mit einer Wahrscheinlichkeit o auBerhalb des
Intervalls) liegt.
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Intervall: Intuition

Verteilung der Stichprobenmittelwerte eines Merkmals x mit dem
Stichprobenumfang n = 100, Xyg9, mit p = 37,150 und Standardfehler
se = o/\/n=26,728/+/100 = 2,673 fiir « = 0.05 (5%):
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Intervall: Berechnung

@ uj_2o bezeichnet das (1 — §)-Quantil der Standardnormalverteilung
2 2
o fiir « = 0.05 ist Ui—g = Ug.g75 = 1.96

@ das bedeutet, dass eine standardnormalverteilte Zufallszahl zu 2.5 % kleiner
als —1.96 ist, zu 2.5 % groBer als +1.96, und zu 95 % zwischen —1.96 und
+1.96 liegt.

— sieche EXCEL-Befehl NORM.INV(0.025;0;1) und NORM.INV(0.975;0;1)
zur Berechnung von Quantilen der Standardnormalverteilung.

@ da X, normalverteilt, aber nicht standardnormalverteilt ist
(Xn ~ N(u,se? = 02/n)), miissen die Intervallgrenzen angepasst werden:
Untergrenze: (1 — u1—g - se = 37,150 — 1.96 - 26,728 = 31,911
Obergrenze: p+ u1—g - se = 37,150 + 1.96 - 26, 728 = 42,389
— in NORM.INV kann auch gleich direkt Mittelwert und Standardfehler
eingesetzt werden, um die Intervallgrenzen zu berechnen!
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Intervall: Zusammenfassung

Allgemein gilt:
o fiir (1 — «) der gezogenen Stichproben:

p—ui—g -se <Xy < it Uiy - se

oder
p—Ui—g -se <Xp < [+ Utg - s

o fiir 95% der gezogenen Stichproben (d.h. bei o = 0.05):
pw—196-se <x, < p+1.96-se

Im konkreten Beispiel gilt:

@ Wenn ich eine Stichprobe vom Umfang n = 100 ziehe, dann liegt der
Stichproben-Mittelwert der Auspragung “Haushaltseinkommen (nach
Transfers)” zu 95 % zwischen 31,911 Euro und 42,389 Euro.

25 /46



Was kann ich von der Stichprobe iiber die
Grundgesamtheit lernen?

Ich kenne:

° =37

o die Standardabweichung der Grundgesamtheit: o = 26, 728

Ich weiB:

@ dass der Mittelwert des Merkmals x einer Zufallsstichprobe vom Umfang n,
X,, normalverteilt ist, mit Mittelwert 1 und Standardfehler se = o /1/n.
Kurz: X, ~ N(p, 0%/n)

@ dass X, ein erwartungstreuer Schatzer von p ist: E(X,) = p

@ dass X, ein konsistenter Schatzer von p ist:
iMoo Var(X,) = limy e & — 0

Ich méchte:

@ ein Intervall bestimmen, sodass der (unbeobachtete) Mittelwert der

Grundgesamtheit 1 mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit 1 — « innerhalb

des Intervalls (bzw. mit einer Wahrscheinlichkeit o auBerhalb des Intervalls)
liegt.
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Logische Schlussfolgerung 1

Fiir « = 0.05 gilt:
Fiir 95% der gezogenen Stichproben liegen die Stichprobenmittelwerte im Intervall

pw—196-se <x, < pu+1.96-se

Daraus folgt (durch Aquivalenzumformung):
Fiir 95 % der gezogenen Stichproben liegt der Mittelwert der Grundgesamtheit
im Intervall

Xp—1.96-se < u<Xx,+1.96-se
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Logische Schlussfolgerung 2
Fiir o = 0.05 gilt:
Fiir 5% der gezogenen Stichproben liegen die Stichprobenmittelwerte nicht im
Intervall
pw—196-se <x, < pu+196-se

Daraus folgt (durch Aquivalenzumformung):
Fiir 5% der gezogenen Stichproben liegt der Mittelwert der Grundgesamtheit
auBerhalb des Intervalls (siehe rechte Grafik)

Xp—196-se < pu<Xx,+ 1.96 - se

“ "
3 s
g4 g
g i g i
< I = I
| |
| |
| |
| |
= i = i
s | s |
g | 8 i
= | = |
z | z |
S 2 i
a 4 a I
i |
- | “ |
g | g |
g g
g4 | g |
2 | =3 |
I = I
| |
| |
| |
| _ |
s | s |
g 1 g 1
g " 7 T T — g T T — T —
< 30000 35000 40000 45000 50000 55000 < 30000 35000 40000 45000 50000 55000
Durchschnittliches Haushaltseinkommen (nach Transfers) Durchschnittliches Haushaltseinkommen (nach Transfers)

28 /46



Was kann ich von der Stichprobe iiber die
Grundgesamtheit lernen?

Ich kenne:

@ nichts iiber die Grundgesamtheit (Standardfall!)

Ich weil3:
e dass X, ~ N(u,02/n)
» X, ist ein erwartungstreuer Schatzer von p (E(X,) = ) und ein
konsistenter Schitzer von p (lim,_,o Var(x,) — 0)
o dass 82 = -1 37 (x; — X)? ein erwartungstreuer Schitzer der
(unbekannten) Varianz der Grundgesamtheit 1 ist: £(32) = 1
Ich méchte:
@ ein Intervall bestimmen, sodass der (unbeobachtete) Mittelwert der
Grundgesamtheit ¢ mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit 1 — « innerhalb

des Intervalls (bzw. mit einer Wahrscheinlichkeit o auBerhalb des Intervalls)
liegt.
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Herleitung

Ausgangslage:

32 32
Xn — tn—l;l—% : <p<X,+ tn—l;l—% : s
n n

e Da die Varianz der Stichprobe 32 ein erwartungstreuer Schitzer fiir die
(unbekannte) Varianz der Grundgesamtheit o2 ist, kann o2 durch 32 ersetzt
werden.

@ Da die Varianz nicht bekannt ist, sondern geschatzt werden muss, erhéht
sich die Unsicherheit der Aussage iiber den Parameter . Um diese
Unsicherheit zu kompensieren, muss das Konfidenzintervall etwas breiter
angelegt werden. Dies wird erreicht, indem man nicht die Quantile der
Standardnormalverteilung up—g verwendet, sondern die Quantile th-11-g
der so genannten Student-Verteilung (auch t-Verteilung).
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Was ist eine Student- (t-) Verteilung?

Die Quantile der t-Verteilung hangen nicht nur vom Niveau « ab, sondern auch

vom Stichprobenumfang n. Bei gleicher Wahrscheinlichkeit sind die Quantile der

Student-Verteilung stets groBer als die der Standardnormalverteilung. Mit

wachsendem Stichprobenumfang néhern sich die Quantile der Student-Verteilung

denen der Standardnormalverteilung an. (Ab ca. n = 30 kann die

Standardnormalverteilung verwendet werden.)
Vergleich zwischen Perzentile der Standardnormal- und der Studentverteilung fiir

o = 0.05:
n Up.o7s  th—1;0.975
10 1.96 2.26
20 1.96 2.09
30 1.96 2.05
40 1.96 2.02
50 1.96 2.01
100 1.96 1.98
1000 1.96 1.96
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Schlussfolgerung

Wenn ich eine Zufallsstichprobe vom Umfang n ziehe, liegen der unbekannte

Mittelwert der Grundgesamtheit mit einem Anteil von 1 — « innerhalb dieses
Konfedenzintervalls:

§? 52
Xn — tn—l;l—% . — < H <X, + tn—l;l—% : )
n n

wobei \/% = Se der geschatzte Standardfehler ist.
Das Intervall kann auch folgendermaBen angeschrieben werden:

[H, ﬁ] =X, =t th—1;1-2 - se

EXCEL-Befehl:

T.INV(0.025;n — 1) und T.INV(0.975;n — 1) zur Berechnung von Quantilen der
t-Verteilung (fiir o = 0.05).
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[[lustration

95 % der Konfidenzintervalle der Zufallsstichproben enthalten den tatsichlichen

Mittelwert. Dass das in diesem Beispiel fiir genau 95 von 100 Stichproben zutrifft,

ist aber ein Zufall.
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Stichprobe
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Statistisches Testen: Intuition

Um Aussagen iiber die Grundgesamtheit zu treffen, wenn ich nur eine Stichprobe
kenne, gibt es neben der Angabe eines Konfidenzintervalls die Moglichkeit,
statistische Tests durchzufiihren. Ein statistischer Test ist eine Regel zur
Entscheidung unter Unsicherheit, die sich daraus ergibt, weil man keine
Kenntnisse iiber die Grundgesamtheit hat. Die Entscheidung ist zwischen zwei
Behauptungen zu treffen, die als Hypothesen bezeichnet werden.

@ Nullhypothese (Hp): Behauptung iiber die Grundgesamtheit

o Alternativhypothese (H;): Behauptung iiber die Grundgesamtheit

@ Null- und Alternativhypothese schlieBen einander aus und ergédnzen sich

(d.h. eine der beiden Hypothesen wird angenommen)

» schlieBen einander aus: Wenn Hy richtig ist, dann muss H; falsch sein
(und umgekehrt)

» erginzen sich: Es muss entweder Hy oder Hj richtig sein.
@ Beim Testen gibt es zwei Moglichkeiten:

i) Die Nullhypothese kann nicht abgelehnt werden. Man entscheidet sich

daher fiir die Nullhypothese. (Achtung: Das bedeutet nicht, dass die
Nullhypothese zutrifft!)

i) Die Nullhypothese wird zugunsten der Alternativhypothese abgelehnt.
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Statistische Unsicherheit und Schlussfolgerungen:

Gerichtsverhandlung
Es gilt die Unschuldsvermutung!

o Nullhypothese (Hp): Der Angeklagte ist unschuldig
o Alternativhypothese (H;): Der Angeklagte ist schuldig

Entscheidung auf

Ho H,
kein Fehler a-Fehler
[-Fehler kein Fehler

Ho
Hy

Schlussfolgerung aus diesem Beispiel:

@ «a-Fehler und B-Fehler hangen zusammen. Durch die Festlegung von « habe
ich den a-Fehler unter Kontrolle, den -Fehler aber nicht.

@ Hypothesen sollten so formuliert werden, dass der a-Fehler (den ich unter
Kontrolle habe) der schlimmere Fehler ist.

@ Wenn die Nullhypothese nicht abgelehnt wird, bedeutet das nicht, dass die
Nullhypothese zutrifft.
Man wird freigesprochen, wenn die Schuld nicht bewiesen werden konnte. Das bedeutet

wahr ist

nicht, dass dadurch die Unschuld bewiesen wurde. Man kann auch aus Mangel an Beweisen

freigesprochen werden.
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Ablauf eines Statistischen Tests

@ Vorbereitung: Allgemeine und spezielle Voraussetzungen des Tests
iiberpriifen und Signifikanzniveau (= Irrtumswahrscheinlichkeit; a-Fehler)
festlegen (o = 0.01 oder o = 0.05).

@ Durchfiihrung des Tests:
1. Hypothesen formulieren:

* Als Nullhypothese wird eine moglichst unvoreingenommene Behauptung
verwendet.

* Die Hypothesen sind so zu formulieren, dass der a-Fehler den
schwerwiegenderen Fehler beinhaltet.

* Die nachzuweisende Behauptung wird als Alternativhypothese formuliert. Ich
bin (fast) immer an der Alternativhypothese interessiert!

2. Nach den vorliegenden Regeln aufgrund eines Stichprobenergebnisses
eine Entscheidung fiir eine der beiden Hypothesen treffen.

o Entscheidung interpretieren
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Zweiseitiger Hypothesentest liber Mittelwerte

Es handelt sich um eine Zufallsstichprobe, das Verfahren ist daher zuldssig. Das
Signifikanzniveau wird mit o = 0.05 festgelegt.

1. Hypothesen formulieren:
> Ho: pp=po
> Hi: p# po
» — Zweiseitige Hypothese, da Hy abgelehnt wird, wenn X, signifikant
groBer als pp ist oder wenn X, signifikant kleiner als pg ist.
2. Entscheidungsregel: mittels geschitztem Konfidenzintervall
» Der unbekannte Mittelwert der Grundgesamtheit p liegt mit einer
Wahrscheinlichkeit (1 — «) im Intervall [, 1] = X, £ th_11-a/2 - S€
mit se = \/%
> Bestimmung des Intervalls [, 7i] =X, £ th_1,1_q/2 - S€
» Entscheidungsregel:

* Ho wird nicht verworfen, wenn o € [, 7]
* Hp zugunsten von Hj verworfen, wenn g ¢ [, 1i]
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Zweiseitigen Hypothesentests iiber Mittelwerte: Beispiel

Zufallsstichprobe

n Mittelwert Std. Abw. min max
x (HH-Einkommen) 100 37,342 21,6387 2,820 102,703

Vorbereitung: Zufallsstichprobe mit n = 100, Verfahren daher zul3ssig; o = 0.05
1. Hypothesen formulieren:
» Ho: po=33,500; Hy : o # 33,500
2. Entscheidungsregel:

> Ho wird nicht verworfen, wenn pig € [p, 1] = Xn £ th_1.1-a/2 - $&
» Ho zugunsten von H; verworfen, wenn o & [p, 7i]

X, = 37,342; S = /£ = /288 = 5 163.8; tog,0975 = 1.98
[1,71] = 37,342 4+ 1.98 - 2,163.8 = [33,049; 41, 636]
po = 33,500 € [33,049; 41,636] — Ho wird nicht verworfen.
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Zweiseitigen Hypothesentests: Grafische Darstellung
n=100; a = 0.05; X, = 37,342; s = 2,163.8; ty 1.1 _o/2 = tog,0.075 = 1.98

wy
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294
53
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<
=}
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(=1
g _X/z 1-a
(=3 T
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g 30000 32000 34000 36000 38000 40000 42000 44000
Durchschnittliches Haushaltseinkommen (nach Transfers)

Anmerkung: t-Verteilung in Abbildung durch Normalverteilung approximiert.
1o = 33,500 liegt innerhalb des 95 %-Konfidenzintervalls

— Hp wird nicht verworfen.
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Alternative Vorgangsweise: Standardisierte Teststatistik (1)
1. Hypothesen formulieren:
> Ho: p=po; Hi: p# po
2. Entscheidungsregel: mittels geschitztem Konfidenzintervall
> Ho wird nicht verworfen, wenn pig € [p, 1] = Xn £ th_1,1-a/2 - $&
mit Se = \/%
» Ho zugunsten von Hj verworfen, wenn 1o & [p, 7i]

Entscheidungsregel mittels standardisierten Teststatistik:
Hy wird nicht verworfen, wenn:

52 32
Xp = th—11-9 - - < po < Xp+th-11-2 - -

52 52
—tht;1-9 -/ — S po—Xn < Htai-g A/ —
n n
Ho — Xp
—tho1;1-9 < < Hto-11-9

§2

n

Ho — Xn
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Alternative Vorgangsweise: Standardisierte Teststatistik (2)

1. Hypothesen formulieren:
> Ho: p=po; Hi: p+# po
2. Entscheidungsregel: mittels standardisierten Teststatistik

> Ho wird nicht verworfen, wenn t-Wert = |22 <t, 19«
5

n

Ho—Xn
2

n

» Hy zugunsten von H; verworfen, wenn t-Wert = > tho11-9

» Vorgehensweise:
Berechnung einer standardisierten Teststatistik (t-Wert):

Ho—Xn
32

t-Wert — _ ‘33,500737,342‘ —1.78

2,163.8

Ermittlung des kritischen Werts ¢ der Verteilung:
€ =tp-11-9 = t9g;0.975 = 1.98

Hy wird nicht verworfen, wenn t-Wert < ¢

Hgy wird verworfen, wenn t-Wert > ¢
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Umsetzung in Excel

a = 0.05: wird festgelegt
n = 100; EXCEL-Befehl ANZAHL

Xn
s

= 37,342: EXCEL-Befehl MITTELWERT
EXCEL-Befehl STABW.S

-

th—1.1— aj2 = t99.0.975: EXCEL-Befehl T.INV

» T.INV(0.975;99) gibt das 0.975-Perzentil wieder (fiir einen

Stichprobenumfang n = 100 und daher n — 1 = 99 Freiheitsgraden).

» alternativ dazu kann auch der Befehl T.INV.25(0.05;99) verwendet
werden
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Einseitiger Hypothesentest iiber Mittelwerte

Zufallsstichprobe

n Mittelwert Std. Abw. min max

x (HH-Einkommen) 100 37,342 21,6387 2,820 102,703

Es handelt sich um eine Zufallsstichprobe, das Verfahren ist daher zuldssig. Das
Signifikanzniveau wird mit o = 0.05 festgelegt.

1. Hypothesen formulieren:
» Ho: 1 <33,500; Hy : p> 33,500
2. Entscheidungsregel: mittels geschitztem Konfidenzintervall
» Ho wird nicht verworfen, wenn pg € [u, ]
H= Xp — th—11—o - S€ N
» Ho zugunsten von H verworfen, wenn 1o ¢ [p, o0]

Xy = 37,342; e = /S = /288 _ 2 163.8; teg.05 = 1.66
[11, 00] = [37,342 - 1.66 - 2,163.8, 00] = [33, 750, o]
to = 33,500 ¢ [33,750; 00] — Hp wird verworfen.
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Einseitiger Hypothesentest: Grafische Darstellung
n =100; a = 0.05; X, = 37,342; se = 2,163.8; tp—1.1—a = t99:0.95 = 1.66
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Anmerkung: t-Verteilung in Abbildung durch Normalverteilung approximiert.

1o = 33,500 liegt auBerhalb des 95 %-Konfidenzintervalls — Hp wird verworfen.
In der Grundgesamtheit ist das Durchschnittseinkommen sehr wahrscheinlich
(mit zumindest 95 %-iger Wahrscheinlichkeit) héher als 33,500 Euro. Das
Durchschnittseinkommen ist (statistisch) signifikant hoher 33,550 Euro.
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Einseitigen Hypothesentest: Standardisierte Teststatistik

(1)
1. Hypothesen formulieren:
Fall 1: Ho : p < po; Hi: > o
2. Entscheidungsregel: mittels Standardisierter Teststatistik

Ho wird nicht verworfen wenn po € [, o0]
P=Xn—th-1;1—0 " se

Ho =
Ho Z Yn —ln-11—a " se
o — Xn
Z _tnfl;lfa

se

Daraus folgt: Hy wird verworfen, wenn

o — Xn
~ < _tn—l;l—(x
se

Ho—Xn
se

das ist erfiillt, wenn t-Wert = > tho11-o und X, > po
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Einseitigen Hypothesentest: Standardisierte Teststatistik
(2)

o Jedenfalls:
» Berechnung einer standardisierten Teststatistik (t-Wert):

t-Wert = “:/_é"
» Ermittlung des kritischen Werts ¢ der Verteilung:
€=ty 11— = t99;0.05 = 1.66

o Fall 1: Hp: p < po; H1: p> o
» Hp wird (zugunsten von Hj) verworfen, wenn

t-Wert = L\/é' > th—11-a und X, > o
o Fall 2: Hy: > po; Hi: < o
» Hpy wird (zugunsten von Hj) verworfen, wenn

x|

t-Wert = [B2Z0) >t 19 4 und X, < po

s
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