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Wiederholung und Motivation

@ Bisher haben wir nur den Zusammenhang zwischen der erklarenden Variable
und einer unabhingigen Variable betrachtet (einfaches lineares
Regressionsmodell):

Yi =+ Bxi + ui

fir i = 1,2, ..., n Beobachtungen.
@ Dieser Zusammenhang ist aber oft zu restriktiv:
» Bildungsniveau hangt vom elterlichen Einkommen, Bildung der Eltern
usw. ab.
» Einkommen hangt von Bildung, Arbeitsmarkterfahrung, Region usw. ab.

> e

@ Wir kdnnen unser bisheriges Regressionsmodell und Hypothesentests relativ
einfach anpassen.
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Lernziele Einheit 6

@ Sie konnen ein Regressionsmodell mit mehreren Variablen formulieren, in
EXCEL schatzen, und die Ergebnisse interpretieren.

@ Sie kdnnen alle MaBzahlen, die EXCEL bei einer (multiplen)
Regressionsanalyse ausweist, verstehen und Interpretieren.

@ Sie konnen einfache Hypothesen formulieren und diese testen.

@ Sie konnen basierend auf den Schéatzergebnissen eine bedingte Prognose
erstellen.

@ Sie verstehen, unter welchen Bedingungen ein geschatzter Parameter als
kausaler Effekt (Wirkungszusammenhang) interpretiert werden kann.
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Das Multivariate Lineare Regressionsmodell
Das multivariate lineare Regressionsmodell hat die Form:

yi = a+ PBixii + Baxai + -+ + Brxki + uj
fir i =1,2,..., n Beobachtungen

@ Wir erklaren y; linear durch xq;, xai, . . ., xki. Wir gehen davon aus, dass
X1iy X2, - -+, Xki auf y; wirken (und nicht umgekehrt).

@ y; wird als Regressand, oder als endogene, abhdngige oder erkldrte
Variable bezeichnet.

@ Xxy;, X2i, - . ., Xk; werden als Regressoren, oder als exogene, unabhdngige
oder erklarende Variable bezeichnet.

e aund By, B, ..., Bk werden als (Regressions)-Parameter oder als
Koeffizienten bezeichnet.

o u; ist der Fehler, die StorgroBe oder der Stérterm.

@ y; und xy, X2/, . . ., Xki werden beobachtet, o, 51, B2, ..., Bk und u; hingegen
nicht.
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Beispiel: Anwesenheit und Punkte bei Klausur

Fiir n = 10 Studierende liegen folgende Beobachtungen fiir die Teilnahme am
Unterricht x1;, monatliches elterliches Einkommen (in tausend Euro) xp; und
erreichte Punkte in der Abschlussklausur y; vor:

-

Xti X2 Vi

1 15 25 70
2 12 17 84
3 20 32 92
4 9 19 34
5 11 1.0 56
6 16 45 82
7 18 36 96
8 5 22 25
9 11 28 66
10 14 47 87
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Beispiel: Anwesenheit, Einkommen und Punkte in Klausur

Punkte Klausur

40 60 80 100

20

Anwesenheit, Einkommen und Punkte in Klausur

—3 6\‘6‘(\

o

10 15

Anwesenheit

20
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Das Multivariate Regressionsmodell

o Ziel des multivariaten Regressionsmodell ist es, eine lineare Schitzebene
durch die Punktwolke zu legen, so dass der Abstand zwischen den
Punkten und der Schitzebene am kleinsten ist.

@ In dem einfachen linearen Regressionsmodell entsprach die Schatzebene einer

Geraden.
@ Dadurch erhilt man die geschatzten Parameter & und 51,32, .. .,EK fir
die wahren Parameter o und (31, fo, ..., Ok.

o Wie zuvor wird die Gleichung:
Vi = a4 Bixii + Baxoi + -+ Brxu

als geschatztes Modell bezeichnet.
@ Wie erhalten wir Schitzer & und 31,32, e ,BK?
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Methode der Kleinsten Quadrate

o Ahnlich wie bei der linearen Einfachregression werden die geschitzten
Parameter so gewahlt, um die Abweichung der Residuen u; von der
geschatzten Ebene zu minimieren.

@ Es werden die quadrierten Abweichungen verwendet, da groBe Abweichungen
besonders stark gewichtet werden sollen. Zudem ist die Summe aller
Quadrate mathematisch einfach zu minimieren.

@ Im Vergleich zu unserem Modell mit einer unabhangigen Variablen bendtigen
wir hierfiir Matrixalgebra.

@ Da die Schatzungen in EXCEL durchgefiihrt werden, wird an dieser Stelle
nicht tiefer darauf eingegangen. Die Idee ist aber ident zur linearen
Einfachregression.
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Interpretation des OLS Schatzers

@ Wenn wir die Kleinstquadrat-Methode (KQ bzw. OLS) bei dem erweiterten
Datensatz anwenden, erhalten wir:

<~

= —

5/\,- = 3.03+4.50 x1; + 2.55 x»;
B1 =B

@ Wie zuvor kénnen wir unsere Parameter und gegeben unser theoretisches
Modell sinnvoll interpretieren
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Interpretation des OLS Schitzers: 51 & f»

Interpretation der geschatzten Parameter ﬁAl und 52:

° 31 ist der Steigungsparameter fiir Anwesenbheit.
° Eg ist der Steigungsparameter fiir elter. Einkommen.

° 31 gibt an, um wie viele Einheiten sich y dandert, wenn wir x; um eine
Einheit erhohen und alle anderen Variablen konstant lassen.

@ Der Besuch einer zusatzlichen Einheit fiihrt im Durchschnitt zu 4.50 mehr
Punkten bei der Klausur.

° 32 gibt an, um wie viele Einheiten sich y dndert, wenn wir x, um eine
Einheit erhohen und alles anderen Variablen konstant lassen.

@ Wenn das elter. Einkommen um 1,000 Euro steigt, erhéhen sich im
Durchschnitt die Punkte bei der Klausur um 2.55.
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Annahmen fiir das Multivariate Regressionsmodell

@ In Vorlesung 5 wurde besprochen, unter welchen Annahmen unser Modell
eine Ursachen-Wirkung Beziehung abbildet.

o Fiir das multivariates Regressionsmodell miissen die A-Annahmen nur
minimal anpasst werden.

@ Die B-Annahmen dndern sich hingegen gar nicht.
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A-Annahme 1: Vollstandigkeit und Relevanz

Al: Vollstandigkeit und Relevanz

In unserem Skonometrischen Modell fehlen keine relevanten exogenen Variablen,
es ist also vollstandig. Dariiber hinaus sind alle benutzen Variablen xi, x, . .., xk
relevant.

@ Diese Annahme bleibt unverdandert im Vergleich zu unserem univariaten
Modell

@ Der erste Teil von Annahme Al (Vollstdndigkeit) sagt aus, dass wir all
okonomisch relevanten Variablen beobachten und auch in unserem
okonometrischen Modell verwenden.

@ Der zweite Teil von Annahme Al (Relevanz) sag aus, dass zwischen den
erklarenden Variable x, ..., xx und der erkldrten Variable y auch tatsdchlich
eine Ursachen-Wirkung-Beziehung existiert.
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A-Annahme 2: Lineariat

A2: Linearitat
In unserem Modell ist der Zusammenhang zwischen x; und y; linear.

Yi = a+ Bixij + Boxoi + - - - + Brxki + U

@ Im Gegensatz zu unserem einfachen univariaten Modell Iasst sich Annahme
A2 nicht mehr so einfach durch die grafische Darstellung einer Punktwolke
tiberpriifen.

@ Ob die Annahme eines linearen Zusammenhangs plausibel ist, wird oft mit
Argumenten der 6konomischen Theorie untermauert.

@ In der Praxis argumentiert man oft (nicht immer!), dass ein lineares Modell
die Wirklichkeit hinreichend gut approximiert.

@ Wichtig ist hier, dass man die funktionale Form der Variable x, verdndern
kann. Wenn der Zusammenhang zwischen dem Einkommen (als erklarte

Variable y) und dem Alter nicht linear ist, dann kann fiir x, auch die
quadrierten oder die logarithmierten Werte fiir Alter verwendet werden.
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A-Annahme 3: Konstante Paramter o & 1, (o, ..., Bk

A3: Konstante Parameter

Die Parameter o und (1, Ba, - . ., Bk sind fiir alle n Beobachtungen von
X1j, Xi, - - -y Xki und y; konstant.

@ Annahmen A3 schlieBt Strukturbriiche in unseren Daten aus.

@ Wie bei Annahme A2 lasst sich A3 nicht mehr so einfach durch die
grafische Darstellung einer Punktwolke iiberpriifen.

@ Wenn wir wissen, wo der Strukturbruch entsteht, so kénnen komplexere
Modelle diesen Strukturbruch beriicksichtigen. Dies ist oft in der sogenannten
Zeitreihenanalyse der Fall.

@ In der Realitdt geht man meistens von keinen unbekannten Strukturbriichen
aus, sondern von klar beobachtbaren und sehr wichtigen Ereignissen
(Rezessionen, Covid-Krise, EU-Beitritt, .. .).
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B-Annahmen iiber die StérgroBen

Die B-Annahmen iiber die StorgroBen bleiben im Vergleich zur linearen
Einfachregression unverandert:
o B1: Erwartungswert von 0:

» Die StorgroBe u; hat fiir alle Beobachtungen einen Erwartungswert von 0:
E[u;] = 0 fir alle Beobachtungen i =1,..., n.

@ B2: Homoskedastische StorgroBen:

» Die StorgroBe u; hat fiir alle Beobachtungen i eine konstante Varianz:
var(u;) = o? fiir alle Beobachtungen i =1,..., n.

o B3: Keine Korrelation der StorgroBen:
» Die StorgroBe sind nicht miteinander korreliert:
cov(uj,uj) =0fiiralle i # jund i =1,...,n sowie j =1,...,n.
@ B-Annahme 4: Normalverteilung der StérgroBen:

» Die StorgroBen sind unabhangig und normalverteilt:
up ~ N(O,O’2).
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Unsicherheiten

o Ahnlich wenn wir einfache Tests durchfiihren sind unsere Schitzungen mit
Unsicherheiten verbunden

@ Wir kdnnen diese Unsicherheiten quantifizieren und dann

a) Konfidenzintervalle um beta bilden
b) Hypothesen testen

@ Die Intuition hinter diesen Intervallen und Tests ist sehr dhnlich zu unseren
einfachen Tests

@ Die Schatzung der Unsicherheit verlauft hingegen anders
» Die Unsicherheit wird druch den Storterm abgebildet
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Punktschatzer & Unsicherheiten: Grafische Darstellung

Hohe Unsicherheit Geringe

@ In beiden Datensétzen sind die Punktschatzer (die Lage der
Regressionsgeraden) gleich und die Annahmen B1-B4 erfiillt.

o Im Datensatz der linken Grafik ist die Abweichung der Beobachtungen von
der Regressionsgerade (also |u;|) im Durchschnitt groBer — gréBere
Unsicherheit in der Schitzung des Modells.

@ Wichtigkeit von Stichprobenumfang und Streuung der erkldrenden
Variable ist ebenfalls ersichtlich.
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Schétzen der Unsicherheit (fiir Interessierte)

@ Um die statistische Unsicherheit eines geschidtzten Parameters Bk zu
bestimmen, muss (wie in der linearen Einfachregression) der Standardfehler
(se) des geschitzten Parameters (se(53))) bestimmt werden. EXCEL macht
dies fiir uns, und gibt die geschdtzten Standardfehler fiir die Konstante
(se(@)) sowie fiir jeden geschitzten S-Parameters (se(ﬂk))

@ Die Schatzung der Standardabweichung fiir a,ﬁl,ﬁz,. 6,( folgt dhnlichen
Schritten wie bei der linearen Einfachregression (siehe Einheit 6). Da die
Korrelation zwischen den Variablen beriicksichtigt werden muss, muss die
(sogenannte) Varianz-Kovarianz Matrix V( ,B1, Bo, .. BK) (ﬁ)
geschatzt werden.

e Formal ist die V() definiert als

V(B) =3(X'X) "

o Die unbekannte Stichprobenvarianz der Stérterme 2 kann durch die
geschitzte Stichprobenvarianz der Stérterme 52 = nzj;Klfi ersetzt werden.

e Da die Varianz der StérgréBen o nicht bekannt ist, sondern geschitzt
werden muss, erhéht sigh die Unsicherheit der Aussage iiber den
geschatzten Parameter . Fiir den Intervallschatzer und fiir Hypothesentests
verwendet man daher die Perzentile der t-Verteilung anstelle der
Standardnormalverteilung. 18/50



Schatzen der Unsicherheit: Hintergrund

@ Um die geschatzte Varianz-Kovarianz Matrix zu bestimmen, ist es hilfreich, die
Daten der erkldrenden Variablen mithilfe von Matrixnotation anzugeben:

1 xn X1K
1 xx XoK
X =

1 X1 - Xok
@ Die geschatzte Varianz-Kovarianz Matrix enthilt dann folgende Eintrage:
var(@)  cov(a,B) -+ cov(@, Bk)
R cov(p1,Q) var (1) - cov(fh, Bk)

V(B) =3 (X'X)"" = _ _
cov(Br,a) cov(Bu.Br) - var(Be)

(X'X)~! ist eine Matrix der Dimension (K + 1) x (K + 1).

/\7(3) beriicksichtigt die mdgliche Korrelation zwischen den unabhingigen Variablen.

Um die Standardfehler der geschitzten Parameter zu erhalten, muss man die
Wurzel der Werte der Hauptdiagonalen berechnen.

Zum Beispiel: 52(Bx) = 1/ var(Bx)
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Intervallschatzer im Univariaten Modell: Beispiel

o Wie hilft uns der Intervallschéitzer, die statistische Unsicherheit des
geschitzten Parameters 3 zu bestimmen?

@ In unserem Anwesenheit-Studienerfolg Modell erhalten wir folgende Werte fiir
B und se(p):

B =488

-~

s(B) =0.88

@ Basierend auf diesen Schitzergebnissen liegt der (unbeobachtete)
Parameter

» in 90 % aller Fille (d.h. & = 0.10) im Intervall

[4.88 — 1.86 - 0.88;4.88 -+ 1.86 - 0.88] = [3.25; 6.52]
> in 95 % aller Fille (d.h. & = 0.05) im Intervall

[4.88 — 2.31-0.88;4.88 -+ 2.31 - 0.88] = [2.85; 6.91]
» in 99 % aller Fille (d.h. & = 0.01) im Intervall

[4.88 — 3.36 - 0.88;4.88 + 3.36 - 0.88] = [1.93; 7.84]
» wenn die Annahmen A1-A3 und B1-B4 erfiillt sind!!
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Intervallschatzer: Anmerkungen

Die GroBe « legt die Irrtumswahrscheinlichkeit fest und wird auch als
Signifikanzniveau bezeichnet.

In der Praxis konzentrieren wir uns oft auf ein Signifikanzniveau von 5%, d.h.
in 95 % aller Félle liegt der richtige Wert 3 innerhalb des entsprechenden
Konfidenzintervalls.

In EXCEL ist unter Daten — Analyse — Datenanalyse — Regression ein
“Konfidenzniveau” von 95 % (also eine Irrtumswahrscheinlichkeit von
a = 0.05) voreingestellt (kann aber verdndert werden).

Der Satz “In X% aller Fille...” ist darauf zuriickzufiihren, dass wir bei der
(theoretischen) Konstruktion des Konfidenzintervalls von unendlich vielen
Zufallsstichproben ausgehen.

Oft hért/liest man auch “Das Konfidenzintervall umschlieBt den wahren Wert
mit Wahrscheinlichkeit von X %". Diese Aussage erleichtert das Verstindnis
fiir Konfidenzintervalle, ist aber eigentlich nicht korrekt.

Wenn die Anzahl der Beobachtungen relative groB ist, knnen die
Perzentile der t-Verteilung durch die Perzentile einer
Standardnormalverteilung ersetzt werden.
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Intervallschatzer in Multivariaten Model
@ Wir konnen fiir jeden Punktschatzer Bk analog zu den vorherigen Folien einen
Intervallschatzer konstruieren.

@ Der unbeobachtete Parameter 3 liegt daher in (1 — «) der Félle in folgendem
Intervall: [5k —to-k-11-9 - 5€(Bk); Bk + ta—k-11-¢ '5/‘\5'(,6k)]

Regressionstabelle:
Koeff. Stand.-f. t-Stat. P-Wert Untere 95%  Obere 95%

Schnittpunkt  3.032 13.073 0.232 0.823 -27.880 33.945
Anwesenheit 4.504 1.095 4.114 0.004 1.915 7.093
Eink. Eltern 2.550 4.037 0.632 0.548 -6.997 12.096

@ Beispiel: 95 % Konfidenzintervall (d.h. Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0.05)
fiir Anwesenheit:

> Banwesenheit = 4.504 (siehe Tabelle)

> 52(Banwesenheit) = 1.095 (siche Tabelle)

> tn—K—l;l—% = t10_2_1;1_¥ = t7.0.075 = 2.365 (siehe T|NV(0975,7))
> [4.504 — 2.365 - 1.095; 4.504 + 2.365 - 1.005] = [1.915; 7.093]
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Testen von Hypothesen: Motivation

o Konfidenzintervalle sind sehr niitzlich, aber manchmal mochten wir gewisse
Hypothesen direkter testen.
o Sie als Studierende (aber auch mich als Lehrenden) kdnnten in unserem
Anwesenheits-Klausur-Modell interessieren, ob
» der geschatzter Effekt unterschiedlich von 0 ist (5 # 0).
» hohere Anwesenheit zu einer Punktsteigerung fiihrt (5 > 0).
» die Anwesenheit bei einer zusatzlichen Einheit die Klausurpunkte um
mehr als 3 Punkte steigert (8 > 3).
@ Wie diese Fragen zeigen, kann man an einseitigen oder zweiseitigen
Hypothesentests interessiert sein.

@ Wir konnen solche Hypothesen mit unseren bisher erlernten Mitteln einfach
formulieren und testen!
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Zweiseitiger Hypothesentest: Univariate Regression

@ Vorbereitung: Allgemeine und spezielle Voraussetzungen des Tests
iiberpriifen und Irrtumswahrscheinlichkeit (a-Fehler) festlegen (z.B.
a = 0.01 oder oo = 0.05).

o Formulierung der Hypothesen:

Nullhypothese Hy : B =g
Alternativhypothese H; : 5 # g

@ Mit dem Hypothesentest wird iiberpriift, ob es wahrscheinlich ist, dass der
(unbeobachtete) Parameter § in der Nihe bzw. nicht in der N3he von g
liegt. Oft wird g = 0 gewahlt und iiberpriift, ob der geschiatzte Parameter B
signifikant von 0 verschieden ist (und sich 8 wahrscheinlich von 0
unterscheidet).

@ Hp wird abgelehnt, wenn B signifikant gréBer oder signifikant kleiner als g
ist — daher die Bezeichnung “zweiseitiger” Hypothesentest.
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Standardisierte Teststatistik
1. Hypothesen:

» Ho: B=q Hi: B#q
2. Entscheidungsregel: mittels standardisierten Teststatistik

» Hy wird nicht verworfen, wenn t-Wert = si(}?) < th21-g
» Hy zugunsten von H; verworfen, wenn t-Wert = % > th21-9

» Vorgehensweise:

Berechnung einer standardisierten Teststatistik (t-Wert):
t-Wert = | £=4

s2(B)
Ermittlung des kritischen Werts c der Verteilung: ¢ = t,2,1-¢

Hy wird nicht verworfen, wenn t-Wert < ¢

Ho wird verworfen, wenn t-Wert > ¢

Hinweis: Oft wird der t-Wert (in Lehrbiichern oder etwa auch in EXCEL) als i_Eq berechnet und

kann demnach auch negative Werte annehmen. Wichtig ist, dass Sie in diesem Fall den Betrag
des ausgewiesenen t-Werts mit dem kritischen Wert c vergleichen!
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Zweiseitiger Hypothesentest: Anleitung

Um einen zweiseitigen Hypothesentest durchzufiihren, miissen Sie folgende
Schritte durchfiihren:

o Aufstellen von Hy (Ho : 8 =¢q) und Hy (Hy: B # q)
o Festlegung des Signifikanzniveaus «

-~

o Schitzung von se(3)

Berechnung des t-Wertes: t =

g
sd(B)
Ermittlung des kritischen Wertes ¢: ¢ = t,_21-9g

Vergleichen von ¢ und t, falls t > ¢ wird Hy verworfen.
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Zweiseitiger Test: Beispiel

@ Nehmen wir an, wir wurden beauftragt herauszufinden, ob es einen
Wirkungszusammenhang zwischen Anwesenheit und Priifungserfolg
gibt. Wir wollen wissen, ob 5 # 0.

@ Die Aussage (8 # 0) wird daher als Alternativhypothese H; formuliert. Daher
haben wir folgende Hypothesen: Hy : 3 =0 und H; : 8 # 0.

o Mit der Kleinstquadratschatzung haben wir fiir den Parameter 8 und den

~

Standardfehler se(3) folgende Werte geschitzt:

B =4.88

-~

se(B) = 0.88

@ Hinweis: Damit unser Test valide ist, miissen alle Annahmen A1-A3 und
B1-B4 erfiillt sein. Wir nehmen an dieser Stelle an, dass diese Annahmen
erfillt sind.
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Zweiseitiger Test: Beispiel

Wir testen die Hypothese, ob es einen Wirkungszusammenhang zwischen
Anwesenheit und Priifungserfolg gibt, in den folgenden Schritten:

@ Aufstellen von Hy (Ho: 8=0) und Hy (Hy : 8 #0)
@ Festlegung des Signifikanzniveaus o: o = 0.10

-~ -~

@ Schitzung von se(5): se(f) = 0.88

.y | B=q| _ |a88—0| _
@ Berechnung des t-Wertes: t = ’Wé’)‘ = | 568 | =554

@ Ermittlung des kritischen Wertes c fiir eine t-Verteilung mit 8
Freiheitsgraden: ¢ = tg,0.95 = 1.86

@ Vergleichen von ¢ und t: Hy wird verworfen, da |5.54| > 1.86.
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Einseitiger Hypothesentest: Univariate Regression

@ Oft interessiert uns nicht nur, ob 3 unterschiedlich von g ist, sondern auch,
ob der Parameter groBer oder kleiner als g ist. Wir sprechen dann von
einem einseitigen Hypothesentest.

e Wenn wir an der (rechtsseitigen) Hypothese, ob /3 > q interessiert sind:
Ho:8<q . Hi:B8>q

@ Wenn wir an der (linksseitigen) Hypothese, ob 8 < g interessiert sind:
Ho:8>q ,Hi:8<q

o Beachten Sie:

» Die Aussage, die wir zeigen mochten (an der wir interessiert sind),
formulieren wir immer als Alternativhypothese Hj.
» B = q ist immer Teil der Nullhypothese Hp.
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Einseitiger (rechtsseitiger) Hypothesentest: Anleitung

Um einen einseitigen (rechtsseitiger) Hypothesentest durchzufiihren (wenn Sie

interessiert sind, ob 5 > g), miissen Sie folgende Schritte durchfiihren:

@ Aufstellen von Hy (Ho: 8 < q) und H; (Hy: 8 > q)
@ Festlegung des Signifikanzniveaus «

-~

@ Schitzung von se(3)

© Berechnung des t-Wertes: t =

B—q ‘
sd(B)
@ Ermittlung des kritischen Wertes ¢: ¢ = t,_2.1_4

@ Vergleichen von ¢ und t: falls t > ¢ und E > q wird Hy verworfen
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Einseitiger (linksseitiger) Hypothesentest: Anleitung

Um einen einseitigen (linksseitigen) Hypothesentest durchzufiihren (wenn Sie
interessiert sind, ob 5 < g), miissen Sie folgende Schritte durchfiihren:

@ Aufstellen von Hy (Ho : 8> q) und H; (Hy: 8 < q)

@ Festlegung des Signifikanzniveaus «

-~

@ Schitzung von se(3)

© Berechnung des t-Wertes: t =

B—q ‘
sd(B)
@ Ermittlung des kritischen Wertes ¢: ¢ = t,_2.1_4

@ Vergleichen von ¢ und t: falls t > ¢ und E < g wird Hp verworfen
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Einseitiger (rechtsseitiger) Hypothesentest: Beispiel |

o Es wird iliberlegt, eine Anwesenheitspflicht einzufiihren. Dies sollte aber nur
geschehen, wenn es genug Evidenz dafiir gibt, dass Anwesenheit die
Klausurergebnisse verbessert. Wir sind daher interessiert, ob es sehr
wahrscheinlich ist, dass 5 > 0.

@ Um eine Empfehlung abgeben zu kdnnen, ob eine Anwesenheitspflicht die
Klausurergebnisse verbessert, miissen wir die entsprechenden Hypothesen
formulieren:

Hy:8<0; H:8>0

@ Von unserer Hypothese sehen wir, dass wir einen einseitiger
Hypothesentest durchfiihren miissen. Wir definieren die interessante
Hypothese als H;.

@ Um einen Hypothesentest durchfiihren zu kdnnen, miissen wir ein
Signifikanzniveau festlegen. Da die Einfiihrung einer Anwesenheitspflicht
einen starken Eingriff in die Autonomie der Studierenden darstellt,legen wir
daher eine sehr niedrige Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% fest: o = 0.01
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Einseitiger (rechtsseitiger) Hypothesentest: Beispiel |

Um einen einseitigen (rechtsseitiger) Hypothesentest durchzufiihren, miissen
Sie folgende Schritte durchfiihren:

@ Aufstellen von Hy (Ho : 8 <0) und H; (H; : 8> 0)

@ Festlegung des Signifikanzniveaus o: o = 0.01

-~ -~

@ Schitzung von se(S): se(f) = 0.88

. | B=q| _ |a88—0| _
@ Berechnung des t-Wertes: t = ’Wé’)‘ = | 568 | =554

@ Ermittlung des kritischen Wertes ¢: ¢ = t,_2.1—o = t8.0.99 = 2.90
@ Vergleichen von ¢ und t: Da t > ¢ und ,fj’\ > 0 wird Hy verworfen.

Schlussfolgerung: Es ist sehr wahrscheinlich (zu mehr als 99 %), dass es in der
Grundgesamtheit einen positiven Effekt von Anwesenheit auf den Klausurerfolg
gibt. Man konnte daher eine entsprechende Empfehlung abgeben.
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Umsetzung in EXCEL

o Daten — Analyse — Datenanalyse — Regression

Koeff. Stand.-f. t-Stat. P-Wert Untere 95% Obere 95%

Schnittpunkt  5.233 12.117 0.432 0.6772 -22.710 33.175
Anwesenheit  4.883 0.881 5.544  0.0005 2.852 6.914

o EXCEL berechnet automatisch folgende MaBzahlen:

>

>

| 4

~

Koeftfizient = 8 (Punktschitzer)

-~

Standardfehler = se(3)
t-Statistik = % = £ st der t-Wert fiir den zweiseitigen

Hypothesentest mit /flf) : B =0. (Falls t-Statistik < 0 muss der Betrag
genommen werden.)

P-Wert ist die dazugehdrige Wahrscheinlichkeit.

Untere bzw. Obere 95 % gibt den Intervallschatzer fiir das

95 %-Konfidenzintervall an. Es kann wahlweise noch ein weiteres (z.B.
90 % oder 99 %) Intervall ausgewiesen werden.

Die Nullhypothese Hp : 5 = 0 wird verworfen wen der P-Wert kleiner als

das Signifikanzniveau « ist.
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Umsetzung in EXCEL

o Daten — Analyse — Datenanalyse — Regression

Koeff. Stand.-f. t-Stat. P-Wert Untere 95%

Obere 95%

Schnittpunkt  5.233 12.117 0.432 0.6772 -22.710
Anwesenheit  4.883 0.881 5.544  0.0005 2.852

33.175
6.914

o Um andere Hypothesen zu testen, muss:

» selbstindig der t-Wert mit t = B=4| berechnet werden.

se

» der kritische Wert ¢ der t-Verteilung bestimmt werden:

* mit T.NV(1 — a/2; n — 2) oder T.INV.2S(a; n — 2) bei zweiseitigem

Hypothesentest
* mit T.INV(1 — «; n — 2) bei einseitigem Hypothesentest
» Alternativ dazu kann direkt der p-Wert berechnet werden:

* T.VERT.2S(|t-Wert|; n — 2): p-Wert bei zweiseitigem Hypothesentest;

wenn p-Wert< « wird Hy verworfen

* T.VERT.RE(|t-Wert|; n — 2): p-Wert bei einseitigem Hypothesentest;
wenn p-Wert< a wird Hp verworfen (und 8 > g bei einem rechtsseitigen Test

bzw. B < q bei einem linksseitigen Test)
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Testen von einfachen Hypothesen: Multivariate Regression

Das Testen einfacher Hypothesen verlduft genauso wie beim einfachen
linearen Regressionsmodell. Mit einfachen Hypothesen sind gemeint:

o Zweiseitiger Hypothesentest: Hy : Bk = q, H1 : Bk # q

o Einseitiger rechtsseitiger Hypothesentest: Hy : Bk < q, H1 : Bk > q
o Einseitiger linksseitiger Hypothesentest: Hyp : Sx > q, H1 : Bk < q
@ Bei Schwierigkeiten bitte bei Einheit 6 nachlesen!
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Testen von einfachen Hypothesen:
Regressionstabelle in EXCEL

Regressionstabelle:

Koeff. Stand.-f. t-Stat. P-Wert Untere 95% Obere 95%

Schnittpunkt ~ 3.032 13.073 0.232 0.823 -27.880 33.945
Anwesenheit 4.504 1.095 4,114 0.004 1.915 7.093
Eink. Eltern 2.550 4.037 0.632 0.548 -6.997 12.096

@ Bei der ausgewiesenen Regressionstabelle wird fiir jeden geschatzten
Koeffizienten der zweiseitige Hypothesentest Hy : By =0 und Hy : Bk # 0
durchgefiihrt.

o Wenn die |t — Statistik| > t,—k—1,1—¢, dann wird Hp verworfen.
@ Wenn der P — Wert < «, dann wird Hy verworfen.

o Beide Moglichkeiten miissen immer zum gleichen Ergebnis fiihren.
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Testen komplexer Hypothesen

@ Man kann auch komplexe Nullhypothese testen, wie z.B.:

>

| 4
>

Ho 51 + ﬂz -0

oder allgemem Ho : B + rmBm = q

Man kann mehrere Hypothesen auf einmal testen. Allgemein spricht
man vom simultanen Test mehrerer Linearkombinationen von
Parametern.

* Zum Beispiel:

Ho : B1 = 0 und gleichzeitig B> =0

Hi:B1 #0 und/oder B2 #0
Diese Tests sind relativ schwierig, da in EXCEL komplexe
Hypothesentests nicht implementiert sind. Die Tests “handisch” zu
berechnen erfordert die Schatzung der Kovarianz der beiden geschatzten
Parameter ﬂk und Bm, was die Moglichkeiten in unserem Kurs allerdings
ibersteigt.
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Hypothesentest: Zusammenfassung

@ Um Hypothesen fiir die Grundgesamtheit zu testen, muss die statistische
Unsicherheit, die mit der Schitzungen der Modellparameter verkniipft
ist, beriicksichtigt werden.

@ Die Hypothese, an der wir interessiert sind, wird immer als
Alternativhypothese H; formuliert.

@ Wenn man daran interessiert ist, ob sich der Parameter von einem
bestimmten Wert unterscheidet (d.h. Hy : 8¢ # q), muss ein zweiseitiger
Hypothesentest durchgefiihrt werden.

@ Wenn man daran interessiert ist, ob der Parameter groBer als ein bestimmter
Wert ist (d.h. Hy : Bk > g), muss ein einseitiger (rechtsseitiger)
Hypothesentest durchgefiihrt werden.

@ Wenn man daran interessiert ist, ob der Parameter kleiner als ein bestimmter
Wert ist (d.h. Hy : Bk < q), muss ein einseitiger (linksseitiger)
Hypothesentest durchgefiihrt werden.

@ Die Hypothesentests liefern nur dann giiltige Ergebnisse, wenn alle
Annahmen A1-A3 und B1-B4 erfiillt sind.
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Interpretation des Linearen Regressionsmodell

Wir wollen noch drei Aspekte besprechen, die sowohl das einfache als auch das
multivariate lineare Regressionsmodell betreffen:

1) BestimmtheitsmaB R?:

» Wie viel der Variation der zu erkldrenden Variable y kann durch unser
Modell erklart werden?

» Giitekriterium fiir die Regression.

» Damit kdnnen wir alle MaBzahlen, die EXCEL bei einer Regression
ausgibt, verstehen und interpretieren.

2) Prognose:

» Welchen Wert fiir die erklarte Variable y kann man erwarten, wenn man

die Werte der erklirenden Variablen kennt (bedingte Prognose)?
3) Wirkungszusammenhang;:

» Wann ist die Interpretation eines Wirkungszusammenhangs (d.h. eine
kausale Interpretation des geschitzten Parameters) zulassig, selbst
wenn die Annahme Al (Vollstindigkeit und Relevanz) nicht erfiillt ist?

» Verzerrung aufgrund von ausgelassenen Variablen (englisch: omitted
variable bias).
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Das BestimmtheitsmaB R?2

@ Wie viel der Variation der zu erklarenden Variable y kann durch unser
Modell erklart werden?

@ Vorbemerkungen:

>

>

>

Regressionsmodell: y; = o + Byx1; + Bpxai + -+ + B xki + ui
geschatztes Modell: y; = a + Six1j + Boxoj + -+ + Brxki

geschitzte StérgréBen (Residuen):

U=yi—yi=yi—(a+ 51X1, + 52X2, T+ 5KXKA1)

daraus ergibt sich: y; = (@ + lel, + 62x2, -+ Brxki) + U

ein Teil der Schwankungen von y; kann durch das geschitzte Modell

(@ + Bixii + Paxoi + - -+ + Brxki) erklart werden, ein Teil muss unerklart
blieben (7;).

das Modell ist umso besser, je groBer der Teil ist, der erklart
werden kann.
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Das BestimmtheitsmaB R?2

@ Wie viel der Variation der zu erklarenden Variable y kann durch unser Modell
erklart werden?

° Begriffsbestimmung

> yl (@+ 51X1, + Baxai + -+ Broxwi) + T
Sy=Ylvi—-y)?= Varlation der abhangigen Variable y
Syw =5, ( — ¥)? = durch unser Modell erkldrte Variation von y

= 3. 0% = durch unser Modell nicht erkladrte Variation von y
> es Iass t sich zeigen, dass S,, = Sy + Su

@ Definition:

» Das BestimmtheitsmaB R? misst den Anteil an der gesamten
Variation von y, der durch unser Modell erklart wird.

Q2 erklarte Variation S, — Sz ﬁ

gesamte Variation S, S,

— Damit kdnnen wir alle MaBzahlen erklaren, die EXCEL ausgibt!
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Prognose

Um eine bedingte Prognose zu erhalten, setzt man in das geschitzte Modell

yi = a+ Pix1i + Boxoj + - - - + Bixki anstelle von xi;, xo;, . .., Xk; bestimmte Werte
X10, X20, - - -y Xko €in, um die Punktprognose y, zu erhalten. Diese Prognose ist
natiirlich auch mit Unsicherheit behaftet (was wir hier aber nicht vertiefen
kénnen).

Regressionstabelle:
Koeff. Stand.-f. t-Stat. P-Wert Untere 95% Obere 95%

Schnittpunkt ~ 3.032 13.073 0.232 0.823 -27.880 33.945

Anwesenheit 4.504 1.095 4.114 0.004 1.915 7.093

Eink. Eltern 2.550 4.037 0.632 0.548 -6.997 12.096
Beispiel:

@ geschatzte Gleichung: }A/Punkte = 3.032 + 4.504 - xanwesenheit + 2.550 - XEink.Ettern

@ gesucht: Punktprognose fiir eine Studierende, die 13 Mal anwesend war und
deren Eltern 2,500 Euro verdienen.

® Ypunkte = 3.032 + 4.504 - 13 + 2.550 - 2.5 = 67.959

@ Interpretation: Bei einer Studierenden, die 13 Mal anwesend war und deren
Eltern 2,500 Euro verdienen, kann man erwarten, dass sie auf die Klausur
etwa 68 Punkte bekommt.
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Wirkungszusammenhang: Verzerrung aufgrund von
ausgelassenen Variablen

@ Die Annahme Al besagt, dass alle relevanten exogenen Variablen im
Modell beriicksichtigt werden bzw. (umgekehrt formuliert) keine relevante
exogene Variable unberiicksichtigt bleibt (ausgelassen wird).

o Die Verzerrung aufgrund von ausgelassenen Variablen (englisch: omitted
variable bias) bedeutet, dass ausgelassene Variablen zu verzerrten Schitzern
fiihren, wenn die ausgelassene Variable z (i) relevant ist und (ii) mit einer
Variable xi korreliert ist. (Wiirden wir z kennen, kénnen wir sogar die
Richtung und das AusmaB der Verzerrung bestimmen.)

44 /50



Verzerrung aufgrund von ausgelassenen Variablen: Beispiel

Beispiel: Schatzmodell zur Erklarung der Hohe der Miete:
Regressionstabelle:

Koeff. Stand.-f. t-Stat. P-Wert Untere 95% Obere 95%

Schnittpunkt  30.088 18.056 1.670 0.096 -5.322 65.498
GroBe 0.561 0.016 34.980 0.000 0.530 0.593
Einkommen 1.306 0.142 9.170 0.000 1.026 1.585
Frau 2.352 9.347 0.250 0.801 -15.979 20.683
Baujahr 22.717 2.938 7.730 0.000 16.954 28.480

Was passiert, wenn wir eine relevanten Variable, die mit anderen Variablen
korreliert ist auslasse (nicht beobachte)?
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Auslassen einer relevanten und korrelierten Variable

Regressionstabelle: (vollstindiges Modell)

Koeff. Stand.-f. t-Stat. P-Wert Untere 95% Obere 95%
Schnittpunkt  30.088 18.056 1.670 0.096 -5.322 65.498
GroBe 0.561 0.016  34.980 0.000 0.530 0.593
Einkommen 1.306 0.142 9.170 0.000 1.026 1.585
Frau 2.352 9.347 0.250 0.801 -15.979 20.683
Baujahr 22.717 2.938 7.730 0.000 16.954 28.480
Regressionstabelle: (restringiertes Modell)
Koeff. Stand.-f. t-Stat. P-Wert Untere 95% Obere 95%
Schnittpunkt  489.440 15.775 31.030 0.000 458.502 520.378
CriB
Einkommen 2.498 0.176 14.210 0.000 2.153 2.843
Frau 6.867 11.896 0.580 0.564 -16.464 30.197
Baujahr 19.727 3.739 5.280 0.000 12.395 27.059
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AbschlieBende Betrachtung des Anwesenheits-
Klausur-Modells

In unserem einfachen Anwesenheits-Klausur-Modells ist die Interpretation des
geschitzten Parameters Sanpesenneir als Wirkungszusammenhang nicht
zuldssig, da es eine Vielzahl an Variablen geben kann (und geben wird), die nicht
beriicksichtigt werden kdnnen (Einkommen und Bildung der Eltern, Motivation,
Erfahrung, Fahigkeiten der Selbstorganisation,...), obwohl diese Variablen

(i) relevant sind (und ein Auslassen Annahme Al verletzt), und

(i) mit der Anwesenheit korreliert sind (zumindest teilweise).

Es ist daher eine Verzerrung aufgrund von ausgelassenen Variablen (omitted
variable bias) zu erwarten.
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AbschlieBende Betrachtung des Anwesenheits-
Klausur-Modells

Ware unter folgenden Bedingungen die Interpretation als Wirkungszusammenhang
moglich?

o Gedankenexperiment: Aufgrund der vorgeschriebenen Verpflichtung,
ausreichend Abstand zu halten, darf der Horsaal nur zu 50 % ausgelastet
werden. Daher wird der Unterricht hybrid angeboten. Die Ausgestaltung des
hybriden Unterrichts erfolgt derart, dass fiir jede Woche 50 % der
Studierenden zufillig ausgewahlt werden, die in Prasenz teilnehmen diirfen.
Fiir diese Studierenden ist die Teilnahme verpflichtend. Die anderen
Studierenden miissen sich den Stoff selbstindig erarbeiten (unter den gleichen
Bedingungen wie friiher, d.h. sie bekommen auBer Folien und Lehrbiicher
keine zusatzlichen Unterrichtsmaterialien). Die Zufallsauswah! der
Studierenden fiir jede Einheit fiihrt dazu, dass manche Studierende o6fters
teilnehmen diirfen/miissen als andere Studierende.

48 /50



AbschlieBende Betrachtung des Anwesenheits-
Klausur-Modells

Wire unter folgenden Bedingungen die Interpretation als Wirkungszusammenhang
moglich?

@ Ja, unter diesen Bedingungen ist eine kausale Interpretation des
geschitzten Parameters Sanwesenneir (die Interpretation als
Wirkungszusammenhang) zuldssig. Das Modell ist zwar unvollstandig (d.h.
Annahme Al ist verletzt), aber die Variable, die uns interessiert (die
Anwesenheit) ist mit den unbeobachteten (und daher ausgelassenen)
Variablen nicht korreliert! Das liegt daran, dass die Anwesenheit nicht von
den Studierenden gewihlt, sondern zufillig bestimmt wird.

Um den Wirkungsmechanismen zu bestimmen, werden oft Experimente
durchgefiihrt, in denen zuféllig bestimmt wird, welche Beobachtungen (hier:
Studierende) eine “Behandlung” (englisch treatment; hier: die Anwesenheit)
bekommen. Wenn ein Experiment nicht durchfiihrbar ist, kann durch ein
Quasi-Experiment ein Wirkungszusammenhang geschatzt werden.
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